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Ãëàâà 13

Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ I:
Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëíîé ñèíõðîíèçà-

öèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàø ïîäõîä áóäåò ñëåäóþùèì: ðàññìàòðè-

âàÿ êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó, ìû ïîñòàðàåìñÿ îïèñàòü åå

ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíî. Ïðîñòåéøåé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ

îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå, åãî äèíàìèêîé ìû è çàéìåìñÿ. Íà÷íåì

ìû ñ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé è ñ ôåíîìåíîëî-

ãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ýòîé ñèñòåìå. Íàèáî-

ëåå èíòåðåñíûì è íåòðèâèàëüíûì ýôôåêòîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ìû îïèøåì äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ýòîãî

ïåðåõîäà â õàîñå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ñòîõàñòè÷íîñòü õà-

îñà, ìû äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî ïåðåõîäà. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ äåòåðìèíèðîâàííîñòü äèíàìèêè, ìû îïèøåì ïå-

ðåõîä â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ êàê áèôóðêàöèþ. Íàäååìñÿ, ÷òî

â ðåçóëüòàòå ÷èòàòåëü ñìîæåò óáåäèòüñÿ â äîïîëíèòåëüíîñòè ýòèõ

äâóõ ïîäõîäîâ, äàþùèõ â ñîâîêóïíîñòè ïîëíóþ êàðòèíó ÿâëåíèÿ.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå, ðàññìàòðèâàÿ îáîáùåíèÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè,

ìû ñìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè

îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ øèðîêîãî êëàññà õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîäåðæàíèÿ ýòîé ãëàâû òðåáóåòñÿ çíàêîìñòâî ñ

îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè õàîñà, â ÷àñòíîñòè ñ ëÿïóíîâñêèìè

ïîêàçàòåëÿìè. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ìû èñ-

ïîëüçóåì òåðìîäèíàìè÷åñêèé ôîðìàëèçì, à ïðè èçëîæåíèè ãåîìå-

òðè÷åñêîãî ïîäõîäà � òåîðèþ áèôóðêàöèé. Ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî íàé-
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òè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè êîëåáàíèé è õàîñó [Guckenheimer

and Holmes 1986; Áóòåíèí è äð. 1987; Íåéìàðê è Ëàíäà 1987; Ðàáè-

íîâè÷ è Òðóáåöêîâ 1989; Øóñòåð 1988; Ott 1992; Kaplan and Glass

1995; Alligood et al. 1997; Êóçíåöîâ 2001], à òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ

[Badii and Politi 1997; Beck and Schl�ogl 1997].

13.1 Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü: äâà ñâÿçàííûõ
îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ââîäíîì ðàçäåëå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ÿâëåíèå ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè íà ïðèìåðå ïðîñòîé ìîäåëè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé.

Îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå

x(t+ 1) = f(x(t)) (13.1)

çàäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì t = 0; 1; 2; : : : è

íåïðåðûâíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé x. Øèðîêî èçâåñòíûìè ïðè-

ìåðàìè îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ÿâëÿ-

þòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f(x) = 4x(1 � x) è îòîáðàæåíèå

òèïà òåíò f(x) = 1� 2jxj.
Ðàññìîòðèì äâà ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûõ ïåðåìåííûìè

x è y. Ïîñêîëüêó äèíàìèêà êàæäîé ïåðåìåííîé õàîòè÷íà, â ñëó-

÷àå íåçàâèñèìûõ (íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) ñèñòåì áóäóò íàáëþäàòüñÿ

äâà íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññà, áåç êàêèõ-ëèáî âçàèìíûõ

êîððåëÿöèé. Òåïåðü ââåäåì âçàèìîäåéñòâèå. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ìíî-

ãèìè ñïîñîáàìè: ëþáîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèé

êàê x, òàê è y, äàñò êàêîå-òî âçàèìîäåéñòâèå. Ïîòðåáóåì, îäíàêî, ÷òî-

áû âçàèìîäåéñòâèå óäîâëåòâîðÿëî ñëåäóþùèì âàæíûì ôèçè÷åñêèì

óñëîâèÿì:

(i) âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü ïðèòÿãèâàþùèì, ò.å. îíî äîëæíî

ñáëèæàòü ñîñòîÿíèÿ x è y;

(ii) âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî èñ÷åçàòü â ñèíõðîííîì ñèììåòðè÷íîì

ðåæèìå x = y.

Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî íàçâàòü òàêæå óñëîâèåì äèññèïàòèâíîñòè,

îíî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ñâÿçè ýëåêòðîííûõ ñõåì ÷åðåç ñîïðî-

òèâëåíèÿ.1 Â îáùåì âèäå ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàþùèé ñâÿçü ñ

óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, çàïèñûâàåòñÿ êàê

1 Ñì. òàêæå îáñóæäåíèå äèññèïàòèâíîé è ðåàêòèâíîé ñâÿçè â ðàçäåëå 8.2.
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L̂ =

�
1� � �

� 1� �

�
; (13.2)

ãäå 0 < � < 1; 0 < � < 1. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ñâÿçè,

ïîëàãàÿ � = � = ", ïîëó÷èì

L̂ =

�
1� " "

" 1� "

�
: (13.3)

Ëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå (13.3) äîëæíî áûòü ïðèìåíåíî ê íåëèíåé-

íîìó îòîáðàæåíèþ (13.1). Ïðàâèëüíûì ñïîñîáîì ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ÷åðåäîâàíèå ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèé, ò.å. ïðîèç-

âåäåíèå2 ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ:�
x(t+ 1)

y(t+ 1)

�
=

�
1� " "

" 1� "

� �
f(x(t))

f(y(t))

�

=

�
(1� ")f(x(t)) + "f(y(t))

"f(x(t)) + (1� ")f(y(t))

�
: (13.4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà (13.4) ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷-

íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ x $ y, òàê êàê ìû

ðàññìàòðèâàåì ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûå èäåíòè÷íûå ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì, êàêèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåæèìû ìîãóò íàáëþ-

äàòüñÿ â íàøåé áàçîâîé ìîäåëè (13.4) ïðè èçìåíåíèè ïîëîæèòåëüíîãî

ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïðåäåëüíûõ ñè-

òóàöèÿõ. Åñëè " = 0, òî ïåðåìåííûå x è y ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû

è íåêîððåëèðîâàíû. Åñëè " = 1=2, òî óæå ïîñëå îäíîé èòåðàöèè

ïåðåìåííûå x è y ïðèíèìàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå è îñòàþòñÿ èäåí-

òè÷íûìè ïðè âñåõ t (ïîýòîìó " = 1=2 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî

ñèëüíîé ñâÿçè). Ïîñêîëüêó ñâÿçü â ýòîì ðåæèìå ñòàíîâèòÿ ðàâíîé

íóëþ, äèíàìèêà ïåðåìåííûõ x è y òàêàÿ æå, êàê äëÿ àâòîíîìíîé

ñèñòåìû, ò.å. õàîòè÷åñêàÿ. Ýòîò ðåæèì, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç ñè-

ñòåì ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè õàîòè÷åñêè, à ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâû, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèåé

(ïî-àíãëèéñêè ¾complete, full, identical¿).
2 Â îòëè÷èå îò ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé

íóæíî íå ïðèáàâëÿòü ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå ýôôåêòû, à ïå-

ðåìíîæàòü èõ. ×òîáû ïîÿñíèòü ýòîò âàæíûé äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçè-

÷åñêîãî ñìûñëà äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ìîìåíò, ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà

ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé äèññèïàöèè â îòîáðàæåíèå (13.1). Äèññèïàòèâ-

íûé ÷ëåí äîëæåí óìåíüøàòü ïåðåìåííóþ x. Àääèòèâíîå ñëàãàåìîå òèïà

x(t+1) = f(x(t))�x(t) íå âñåãäà óìåíüøàåò x � ýòî çàâèñèò îò çíàêîâ è
çíà÷åíèé f(x) è . Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, óìíîæåíèå íà ìíîæèòåëü

jj < 1, ïðèâîäÿùåå ê x(t + 1) = f(x(t)), âñåãäà óìåíüøàåò àáñîëþòíîå

çíà÷åíèå x.
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Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ", êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü â êà÷åñòâå áèôóðêàöèîííîãî, â îáùåì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ñëîæ-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé (ïðè ýòîì íå èñêëþ÷åíû è íåõà-

îòè÷åñêèå ðåæèìû), íî ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê âñå áîëåå

ïîëíîé êîððåëÿöèè ìåæäó x è y. Ìîæíî íàéòè òàêîå êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè "c < 1=2, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî,

" > "c, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå x = y. Ýòîò ïåðåõîä

íàèáîëåå ÷åòêî âèäåí ïðè ïðåäñòàâëåíèè äèíàìèêè íà ïëîñêîñòè

(x; y) (ñì. íèæå ðèñ. 13.2). Òî÷êè âíå äèàãîíàëè x = y ñîîòâåòñòâóþò

àñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ. Ñ óâåëè÷åíèåì " òî÷êè êîíöåíòðèðóþòñÿ

ó äèàãîíàëè è ïðè ïðåâûøåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ñâÿçè "c ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ íà íåé.

Ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

Íèæå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýôôåêò ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè íà ïðè-

ìåðå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

f(x) =

�
x=a ïðè 0 � x � a;

(1� x)=(1� a) ïðè a � x � 1;
(13.5)

(çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a = 0:5 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîå îòîáðàæåíèå

òèïà òåíò, íî ýòà ñèììåòðè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé). Îòîáðàæåíèå (13.5) ïîêàçàíî íà ðèñ. 13.1,

îíî ðàñòÿãèâàåò åäèíè÷íûé èíòåðâàë âäâîå è ñêëàäûâàåò îáðàòíî.

Ðåçóëüòàòîì ýòèõ ðàñòÿæåíèé è ñêëàäûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòûé

U1a

1

f(U)

Ðèñ. 13.1. Îòîáðàæåíèå òèïà êîñîé òåíò: ïðîñòàÿ òî÷íî ðåøàåìàÿ

îäíîìåðíàÿ ìîäåëü õàîñà.
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õàîñ, ýòèì îòîáðàæåíèå òèïà òåíò îòëè÷àåòñÿ îò ëîãèñòè÷åñêîãî (ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî), â êîòîðîì îáëàñòè õàîñà è ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêè

ïåðåìåæàþòñÿ (åñëè ìåíÿòü ïàðàìåòð). Áîëåå òîãî, èíâàðèàíòíàÿ

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà â îòîáðàæåíèè òèïà òåíò ïîñòîÿííà, ÷òî ïîçâî-

ëèò íèæå â ðàçäåëå 13.3 ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ñòàòèñòè÷åñêîå

îïèñàíèå.

Ñèíõðîííûé è àñèíõðîííûé ðåæèìû ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.2. Êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè ïðè a = 0:7 ðàâíî "c � 0:228 (ýòî

çíà÷åíèå áóäåò àíàëèòè÷åñêè âûâåäåíî íèæå). Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçà-

öèÿ, êàê íà ðèñ. 13.2a, íàáëþäàåòñÿ ïðè ñèëüíîé ñâÿçè 1=2 > " > "c,

àñèíõðîííûé ðåæèì ñóùåñòâóåò ïðè áîëåå ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè

(ðèñ. 13.2b,c).

Íà ðèñ. 13.3 ïîêàçàíà äèíàìèêà ñèñòåìû âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíè-

çàöèè, åå îïèñàíèþ áóäåò ïîñâÿùåíà á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû. Äëÿ

îïèñàíèÿ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè " = "c, óäîáíî ïåðåéòè ê

íîâûì ïåðåìåííûì

U =
x+ y

2
; V =

x� y

2
: (13.6)

Çàìåòèì, ÷òî â ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåìåííàÿ V òîæäå-

ñòâåííî ðàâíà íóëþ; â ïî÷òè ñèíõðîííîì ðåæèìå îíà ìàëà. Ãåîìå-

òðè÷åñêè, ïåðåìåííàÿ U íàïðàâëåíà âäîëü äèàãîíàëè x = y, à ïåðå-

ìåííàÿ V ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó íàïðàâëåíèþ. Äëÿ ñëàáî àñèí-

õðîííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè "c õàðàêòåðíû ïåðåìåæàþùèåñÿ âñïëåñêè

0.0 0.5 1.0
x

0.0

0.5

1.0

y

0.0 0.5 1.0
x

0.0 0.5 1.0
x

(a) (b) (c)

Ðèñ. 13.2. Àòòðàêòîðû â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèÿõ òèïà

êîñîé òåíò ïðè a = 0:7. Ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè ðàâåí "c � 0:228. (a)

Ñèíõðîííûé ðåæèì (" = 0:3) ëåæèò íà äèàãîíàëè x = y. (b) Ñëàáî

àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ñîñðåäîòî÷åíî âáëèçè íåå. (c) Ïðè ñëàáîé ñâÿçè

(" = 0:1) ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y ïðàêòè÷åñêè íåêîð-

ðåëèðîâàíû. Ïåðåõîä îò (a) ê (b) íàçûâàþò íàðóøåíèåì ñèììåòðèè

õàîñà, èëè ¾âçðûâîì¿ (blowout).
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ïåðåìåííîé V , êàê íà ðèñ. 13.3. Ðåäêèå, íî áîëüøèå âûáðîñû V

òèïè÷íû äëÿ ýòîé ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè (èíîãäà åå

íàçûâàþò ¾on � off¿ èëè ¾âêëþ÷åíî � âûêëþ÷åíî¿). Ïðè òåîðåòè-

÷åñêîì îïèñàíèè íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñòåñòâåííîé ïåðåìåííîé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ñëóæèò ëîãàðèôì ïåðåìåííîé jV j, ïîýòîìó
äèíàìèêà ln jV j òàêæå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13.3.

13.2 Óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ðåæèìà

Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (13.4) ñèììåòðè÷-

íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ (äðóãèìè ñëîâàìè, îíà

èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ x $ y), ñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå x(t) = y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (13.4) ïðè ëþáûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèììåòðè÷íûå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ (ò.å. x(0) = y(0) èëè V = 0) îñòàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè â ïðî-

öåññå ýâîëþöèè. Åñëè æå ìû õîòèì, ÷òîáû ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå

íàáëþäàëîñü íå òîëüêî ïðè ñïåöèàëüíûõ, íî è ïðè ïðîçâîëüíûõ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü óñòîé÷èâîñòü

ýòîãî ñîñòîÿíèÿ: ïîëíîñòüþ ñèíõðîííûé ðåæèì V = 0 äîëæåí áûòü

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

V
=(

x−
y)

/2

0 1000 2000 3000 4000

×ÒÅÍÑ

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

ln
 |V

|

(a)

(b)

Ðèñ. 13.3. Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü â îòîáðàæåíèè òèïà êîñîé

òåíò ïðè a = 0:7 è äîêðèòè÷ñêîé ñâÿçè " = "c � 0:001. (a) Âñïëåñêè

ðàçíîñòè V ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåì. (b) Ëîãàðèôì ðàçíîñòè âåäåò

ñåáÿ êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.
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àòòðàêòîðîì, ò.å. ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå äîëæíî óñòàíàâëèâàòüñÿ è

ïðè àñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè "c, ïðè êîòîðîì íàñòóïàåò ñèíõðîíèçàöèÿ, âûòåêàåò

èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîñêîëüêó V ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó

íàïðàâëåíèþ, óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò

ïîïåðå÷íîé óñòîé÷èâîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (13.4) â ïåðåìåííûõ U è V (13.6):

U(t+ 1) = 1
2
[f(U(t) + V (t)) + f(U(t)� V (t))]; (13.7)

V (t+ 1) =
1� 2"

2
[f(U(t) + V (t))� f(U(t)� V (t))]: (13.8)

Ëèíåàðèçóÿ ýòó ñèñòåìó âáëèçè ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ

U(t); V = 0 ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé

u è v

u(t+ 1) = f
0(U(t))u(t); (13.9)

v(t+ 1) = (1� 2")f 0(U(t))v(t): (13.10)

Ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñëåäóåò èòåðèðîâàòü ïàðàëëåëüíî ñ íåëèíåé-

íûì îòîáðàæåíèåì, çàäàþùèì ñèíõðîííóþ õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó

U(t+ 1) = f(U(t)): (13.11)

Ïîñêîëüêó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé u

è v íåçàâèñèìû, ïðîäîëüíûå (ò.å. ñèììåòðè÷íûå, u) è ïîïåðå÷íûå

(àñèììåòðè÷íûå, v) âîçìóùåíèÿ íå âçàèìîäåéñòâóþò, è èõ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè. Â îñíîâå äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ

ëåæèò íàáëþäåíèå, ÷òî ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ (13.9) è (13.10)

îïèñûâàþò ðîñò è óáûâàíèå âîçìóùåíèé õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà, è

êîëè÷åñòâåííî ýòîò ðîñò (èëè óáûâàíèå) çàäàþòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïî-

êàçàòåëåì ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèå

ìîæíî îïðåäåëèòü äâà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëÿ, è ïîñêîëüêó â íà-

øåì ñëó÷àå ïåðåìåííûå u è v íåçàâèñèìû, ýòè ïîêàçàòåëè ïðîñòî

îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëîãàðèôìàìè ïîêàçàòåëåé ðîñòà u è v:

�
u
= lim

t!1

ln ju(t)j � ln ju(0)j
t

= hln jf 0(U)ji; (13.12)

�
v
= lim

t!1

ln jv(t)j � ln jv(0)j
t

= ln j1� 2"j+ hln jf 0(U)ji: (13.13)

Èñïîëüçóÿ ýðãîäè÷íîñòü õàîñà, ìû ìîæåì çàìåíèòü ñðåäíåå ïî âðå-

ìåíè ñòàòèñòè÷åñêèì ñðåäíèì ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå, ïîñëåäíåå áó-

äåì îáîçíà÷àòü ñêîáêàìè hi. Èç óðàâíåíèÿ (13.9) ñëåäóåò, ÷òî ñèì-

ìåòðè÷íîå âîçìóùåíèå u åñòü íå ÷òî èíîå êàê âîçìóùåíèå â õàîòè-

÷åñêîì îòîáðàæåíèè (13.11), òàê ÷òî ïðîäîëüíûé (íå íàðóøàþùèé
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ñèíõðîíèçàöèþ) ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �
u
åñòü íå ÷òî èíîå êàê

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îäèíî÷íîé ñèñòåìû �. Ïîïåðå÷íûé ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü �? � �
v
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç � ïî ôîðìóëå

�? = ln j1� 2"j+ �: (13.14)

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèé ðîñò (èëè óáûâàíèå) ïîïåðå÷íûõ âîçìóùå-

íèé v îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ïîêàçàòåëåì �?: ln jv(t)j / �?t, è

êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

�? > 0: ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå íåóñòîé÷èâî,

�? < 0: ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî.

Ïîðîã óñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ �? = 0:

ln j1� 2"cj = ��; "c =
1� e

��

2
: (13.15)

Íàïðèìåð, äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçà-

òåëü ðàâåí � = ln 2, òàê ÷òî "c = 1=4. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè

óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì, ò.å. îïðåäåëÿåìóþ ñðåäíèì ïîêàçàòåëåì

ðîñòà âîçìóùåíèé. Ñîîòíîøåíèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñ

äðóãèìè âîçìîæíûìè îïðåäåëåíèÿìè (íàïðèìåð, ñ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòüþ) âåñüìà íåòðèâèàëüíî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðåäìå-

òîì äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ.

13.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåõîäà ê
ñèíõðîíèçàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèé âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ýâî-

ëþöèè ïîïåðå÷íîãî âîçìóùåíèÿ v äèíàìèêîé ïðîöåññà, âûíóæäàå-

ìîãî ñëó÷àéíîé ñèëîé, ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíõðîííûé õàîñ êàê

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïðè ýòîì ìû ïðåíåáðåãàåì ïðàêòè÷åñêè âñåìè

äèíàìè÷åñêèìè (äåòåðìèíèðîâàííûìè) ÷åðòàìè õàîñà � íå óäèâè-

òåëüíî, ÷òî òåîðèÿ ðàáîòàåò òåì ëó÷øå, ÷åì ñèëüíåå õàîñ. Ðåçóëüòà-

òû ýòîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå

îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò.
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13.3.1 Âîçìóùåíèå êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Èç àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåííîãî â ðàçäåëå 13.2 ñëåäóåò, ÷òî

ïîäõîäÿùåé ïåðåìåííîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîïåðå÷íûõ âîçìó-

ùåíèé âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôì âîçìóùå-

íèÿ. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå, íå íåçàâèñèìûå, íî

ïîëåçíûå

w = jvj; z = lnw:

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ óñòîé÷èâîñòü è îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ

ïàðàìåòðîì ñâÿçè ", óäîáíî èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå áèôóðêà-

öèîííîãî ïàðàìåòðà. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ äèíàìèêè âîçìóùåíèé

ïðèìåò âèä

w(t+ 1) = w(t)e�?eg(U(t)): (13.16)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå3

g(U(t)) = ln jf 0(U)j � �: (13.17)

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå îò g ðàâíî íóëþ, íî ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ g

îòëè÷íû îò íóëÿ. Óðàâíåíèÿ (13.17) è (13.16) äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ

èíòåðïðåòàöèþ: õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ U(t) äåéñòâóåò êàê âíåøíÿÿ

ñèëà íà ïåðåìåííóþ w â (13.16). Âíåøíÿÿ ñèëà âõîäèò â ìíîæèòåëü

exp(g+�?). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàêòîð exp(g+�?) ìîäóëèðóåò ïîêà-

çàòåëü ðîñòà âåëè÷èíû w: îíà ðàñòåò áûñòðåå, åñëè ýòîò ìíîæèòåëü

áîëüøîé, è ìåäëåííåå, åñëè îí ìàë.

Óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé z ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (13.16):

z(t+ 1) = z(t) + g(U(t)) + �?: (13.18)

Âíåøíÿÿ ñèëà âõîäèò ñþäà êàê àääèòèâíîå ñëàãàåìîå g + �?.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòàâëåí-

íûå èç óðàâíåíèé (13.11) è (13.16) èëè (13.18), åñòü òàê íàçûâàåìûå

êîñûå ñèñòåìû: ïåðåìåííàÿ U âëèÿåò íà w è z, íî îáðàòíîãî âëèÿíèÿ

w è z íà U íåò. Äëÿ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé (13.4) êîñàÿ ñèñòåìà

ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííî, êàê ðåçóëüòàò ëèíåàðèçàöèè âáëèçè ïîë-

íîñòüþ ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Êîñûå ñèñòåìû, îäíàêî, åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàþò â ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ñ îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿ-

çüþ (ñì. ðàçäåë 14.1). Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.11),

3 Ýòî ïîçâîëèò çàïèñàòü óðàâíåíèå â íàèáîëåå îáùåì âèäå, ïðèãîäíîì

äëÿ îïèñàíèÿ íå òîëüêî ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, íî è äðóãèõ ñëó÷àåâ

ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.
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(13.16) è (13.18) çàäàþò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ: êîìïîíåíòà U

îïðåäåëÿåò âûíóæäàþùóþ ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà êîìïîíåíòû

w; z. Îñîáåííîñòüþ (13.11), (13.16) è (13.18) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèëà

äåéñòâóåò íà ëèíåéíóþ ïîäñèñòåìó (13.16) è (13.18).

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëå-

íèè âíåøíåé ñèëû â (13.16) è (13.18) êàê ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêèé ñèãíàë U(t) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê øóì,

à óðàâíåíèÿ (13.16) è (13.18) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì è àääèòèâíûì øóìîì. Ïðè òàêîé

èíòåðïðåòàöèè ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî (13.18) îïèñûâàåò îäíî-

ìåðíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñî ñëó÷àéíûì øàãîì g+ �?. Ñðåäíåå

çíà÷åíèå ôëóêòóèðóþùåãî ÷ëåíà g ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó íàïðàâëå-

íèå ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ëÿïóíîâ-

ñêèì ïîêàçàòåëåì �?. Ïðè �? < 0 ñðåäíåå ñìåùåíèå îòðèöàòåëüíî, è

ïåðåìåííûå z è w óáûâàþò (â ñðåäíåì), à ïðè �? > 0 ýòè ïåðåìåííûå

â ñðåäíåì ðàñòóò. Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè (13.15) ñðåäíåå ñìåùå-

íèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

�? õàðàêòåðèçóåò íàïðàâëåííóþ êîìïîíåíòó ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Åñëè áû çíà÷åíèÿ g(U(t)) áûëè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,

áûë áû ðàâåí äèñïåðñèè g. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîöåññ U(t) çàäàåòñÿ

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (13.1), ïîýòîìó çíà÷åíèÿ g(U(t)) ìîãóò áûòü

êîððåëèðîâàíû, è íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå äèíà-

ìèêè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

13.3.2 Äèôôóçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé
ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.18) ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàê

z(T )� z(0)� �?T =

T�1X
t=0

g(U(t)): (13.19)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà õàîòè÷åñêèõ âåëè÷èí; ÷òîáû èìåòü âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíèòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, ìû ðàçäå-

ëèì ýòó ñóììó íà T è îáîçíà÷èì

�
T
=

1

T

T�1X
t=0

g(U(t)) =
1

T

T�1X
t=0

ln jf 0(U)j � �: (13.20)
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Âåëè÷èíà �
T
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïî âðåìåíè (èëè ïðîñòî ëîêàëü-

íûì) ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì (â íàøåé ôîðìóëèðîâêå (13.20) ýòà

âåëè÷èíà ñäâèíóòà íà � è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T ! 1;

ìîæíî îïðåäåëèòü è íå ñäâèíóòûé ëîêàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçà-

òåëü, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê � ïðè T ! 1). Ïðè áîëüøèõ T ëî-

êàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçàòåëü �
T
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî äëÿ íàñ

âàæíû åãî ôëóêòóàöèè. Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàïðåäåëåíèÿ �
T
(äëÿ ïðîñòîòû íèæå ìû

áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ T ) äîëæíà âåñòè ñåáÿ êàê

p(�;T ) / exp[Ts(�)]; (13.21)

ãäå â ïîêàçàòåëå ñòîèò ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ s(�) (ñì. [Paladin and

Vulpiani 1987; Ott 1992; Crisanti et al. 1993]). Ýòà âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â íóëå. Âåäóùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè

âîêðóã ýòîãî ìàêñèìóìà s(�) � ��2
=(2D) äàåò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäå-

ëåíèå �. Êîýôôèöèåíò D îïðåäåëÿåò øèðèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëü-

íûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé �; äèñïåðñèÿ � óáûâàåò ñî

âðåìåíåì T ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë:

h�2i �
D

T
:

Ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íàÿ ïåðåìåííàÿ z â (13.19) ïðîñòî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ëîêàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçàòåëü

z(T )� z(0) � �?T = �T;

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî z ðàñòåò ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D:

h(z(T ) � hz(T )i)2i / TD:

Ïðåèìóùåñòâîì îáùåé ôîðìóëèðîâêè (13.21) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ áîëüøèõ îòêëîíåíèé ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè

ïîêàçàòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ãàóññîâñêîì ïðèáëèæåíèè âîçìîæíû

ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè, â òî âðåìÿ êàê íà

ñàìîì äåëå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè s îãðàíè÷åíà (ñì. íèæå

ïðèìåð ñ îòîáðàæåíèåì òèïà êîñîé òåíò). Â íåëèíåéíîé äèíàìèêå

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè, íàçûâàþò

òåðìîäèíàìè÷åñêèì ôîðìàëèçìîì [Ott 1992; Crisanti et al. 1993;

Badii and Politi 1997; Beck and Schl�ogl 1997]; â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-

ðàòóðå ãîâîðÿò î òåîðèè áîëüøèõ îòêëîíåíèé [Varadhan 1984].

Âåðíåìñÿ ê äèíàìèêå ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé (13.18). Âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ñðåäíåå ñìåùåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïå-

ðåìåííîé z ìàëî; ïîýòîìó äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ôëóê-

òóàöèÿìè. Ðàñïðåäåëåíèå z ñòàíîâèòñÿ ñî âðåìåíåì âñå øèðå, òàê
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÷òî ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ìàëûå, òàê è áîëüøèå çíà÷åíèÿ z. Åñëè

ïåðåéòè îò ëîãàðèôìà âîçìóùåíèé z ê ñàìèì âîçìóùåíèÿì w, òî ìû

óâèäèì, ÷òî âåëè÷èíû w = exp(z) ìîãóò ïðèíèìàòü êàê î÷åíü áîëü-

øèå, òàê è î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ z ïðîÿâëÿþòñÿ êàê âñïëåñêè ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé w.

Ýòîò ðåæèì, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 13.3, íàçûâàþò ìîäóëÿöèîííîé

ïåðåìåæàåìîñòüþ [Fujisaka and Yamada 1985, 1986; Yamada and

Fujisaka 1986; Platt et al. 1989]).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ýòîé ïåðåìåæàåìîñòè

ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâ-

ñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Â íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòè

ôëóêòóàöèè îòñóòñòâóþò, íàáëþäàåìûé ðåæèì îòëè÷àåòñÿ îò ìîäó-

ëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ñèììåòðè÷íîì îòîáðàæå-

íèè òèïà òåíò f(U) = 1 � 2jU j ëîêàëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû ðàâíû

äâóì è íå çàâèñÿò îò U . Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëîãèñòè-

÷åñêîå îòîáðàæåíèå f(U) = 4U(1 � U): çäåñü ôëóêòóàöèè ëîêàëü-

íîãî ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ïðè áîëüøèõ T èñ÷åçàþò.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â ýòèõ ñèñòåìàõ èìååò ñâîè îñîáåííîñòè,

îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [Êóçíåöîâ è Ïèêîâñêèé

1989; Pikovsky and Grassberger 1991].

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî àíàëèçà ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè ó ïî-

ðîãà óñòàíîâëåíèÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

íåäîñòàòî÷íî. Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñèì-

ìåòðè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ òèïà òåíò è ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ,

à îáñóäèì îáùèé ñëó÷àé ôëóêòóèðóþùèõ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè

ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

13.3.3 Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü: ñòåïåííûå
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ìû

ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèÿ z (13.18)

â âèäå

z(t+ T ) = z(t) + T�? + T�:

Ïðè áîëüøèõ T êîððåëÿöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé �
T
ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü è ðàññìàòðèâàòü ýòè âåëè÷èíû êàê íåçàâèñèìûå. Ýòî

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ W (z; t):

ïëîòíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t+ T åñòü ñâåðòêà äâóõ ïëîòíîñòåé:

W (z; t+ T ) =

Z
d� p(�;T )W (z � T�? � T�; t):
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Áóäåì èñêàòü ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîå (íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè)

ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

W (z) / exp(�z): (13.22)

Ïîäñòàâëÿÿ è èñïîëüçóÿ (13.21), ïîëó÷èì

1 =

Z
d� p(�;T )e�T�(�?+�) /

Z
d� e

Ts(�)�T��?�T��: (13.23)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü ïðè áîëüøèõ T , áåðÿ ìàêñèìóì

âûðàæåíèÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:Z
d� e

Ts(�)�T��?�T�� / exp[T (s(��)� ��� � ��?)];

ãäå âåëè÷èíà �� îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

ds(��)

d�
= �:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ â (13.23), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ��

s(��)� (�� + �?)
ds(��)

d�
= 0; (13.24)

èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîêàçàòåëü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

�. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ôîðìàëèçìîì, ñðàçó

óçíàþò îáû÷íûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà (à îñòàëüíûå

ìîãóò ïðî÷èòàòü îá ýòîì â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-

íèêå èëè â êíèãå [Ott 1992], ãäå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â õàîòè÷å-

ñêîé äèíàìèêå).

Çàìåòèì, ÷òî ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ s(�) â (13.24) îïèñûâàåò

ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ìóëüòèïëèêàòîðà ñèììåòðè÷íî-

ãî õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Çàâè-

ñèìîñòü îò " âõîäèò â (13.24) òîëüêî ÷åðåç ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü �?. Ïîñêîëüêó s(0) = s
0(0) = 0, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, â êî-

òîðîé ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? ìåíÿåò çíàê, ìåíÿåò

çíàê è ïîêàçàòåëü �. Ïðè ìàëûõ �? ïîêàçàòåëü � ëèíåéíî çàâèñèò îò

�?. Êàê âûòåêàåò èç (13.14), çàâèñèìîñòü � îò "� "c òàêæå ëèíåéíà.
Äëÿ âîçìóùåíèÿ w ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå (13.22) èìååò ñòå-

ïåííîé âèä

W (w) / w
��1

: (13.25)

Êàê è ëþáàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå íîðìèðóåìî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîêàçàòåëü � ìåíÿåò çíàê íà ïîðîãå ñèíõðîíè-

çàöèè (13.15). Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå (13.25) ðàñõîäèòñÿ ïðè w ! 0
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â ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè (êîãäà � < 0), à ïðè ìàëîé ñâÿçè,

êîãäà ñèíõðîííûé ðåæèì íåóñòîé÷èâ è � > 0, ðàñõîäèìîñòü èìååò

ìåñòî ïðè w ! 1. ×òîáû ïîëó÷èòü íîðìèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå,

íóæíî äîáàâèòü ê ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ (13.16) äîïîëíèòåëüíûå

÷ëåíû.

Äî ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, " < "c

Ðàñõîäèìîñòü ïðè w !1 ïîÿâèëàñü èç-çà òîãî, ÷òî ìû ïðåíåáðåãëè

ýôôåêòîì íàñûùåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå (13.9), (13.10). ßñíî,

÷òî ðàçíîñòü x�y íå ìîæåò ðàñòè íåîãðàíè÷åííî, ïîñêîëüêó àòòðàê-
òîð ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé ðàñïîëîæåí â êîíå÷íîé îáëàñòè

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ íàñûùåíèÿ

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû â îáîèõ óðàâíåíèÿõ (13.9)

è (13.10). Òàêîé òåîðèè ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå óïðîùåííîé

ìîäåëè ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå (13.18), â êîòîðîì ýôôåêò

íàñûùåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé z = zmax = lnwmax,

îò êîòîðîé ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ¾îòðàæàþòñÿ¿. Ðàñïðåäåëåíèå

(13.25), òàêèì îáðàçîì, îáðåçàåòñÿ ïðè wmax.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáðåçàíèÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (13.25) íîð-

ìèðóåòñÿ:

W (w) =

�
�w

��
maxw

��1 ïðè w � wmax;

0 â îáðàòíîì ñëó÷àå:

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ìîìåíòû âîçìóùåíèÿ w:

hwqi =
�

q + �
w
q

max:

Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè âñå ìîìåíòû îáðàùàþòñÿ â íîëü, à äëÿ

ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ïîðîãà âñå îíè ðàñòóò ëèíåéíî ïî ïàðàìåòðó

"c � " (ïîñêîëüêó � ëèíåéíî çàâèñèò îò ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

�?). Òàêîå ïîâåäåíèå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå äîâîëüíî íåîáû÷íî; îíî

ñâÿçàíî ñî ñòåïåííîé ôîðìîé âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

×èñëåííàÿ ëîâóøêà äëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì

Èíòåðåñíûé ýôôåêò ìîæíî íàáëþäàòü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-

íèè ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ îòîáðàæåíèé (13.4). Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçà-

öèÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ äàæå ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîãäà

ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí. Ïðè÷èíîé ýòîé
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¾íåóñòîé÷èâîé¿ ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ òî÷íîñòü âû-

÷èñëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèì-

ìåòðè÷íûõ ïîäñèñòåì èõ ñîñòîÿíèÿ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ñî-

âïàäàþò â êîìïüþòåðíîì ïðåäñòàâëåíèè (ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåä-

íåé çíà÷àùåé öèôðû), òî ïðè äàëüíåéøåé ýâîëþöèè ýòî ñîâïàäåíèå

ñîõðàíèòñÿ, è áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. Íàïðèìåð,

íà îáû÷íûõ êîìïüþòåðàõ äâîéíàÿ òî÷íîñòü ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî

ïÿòíàäöàòè äåñÿòè÷íûì ðàçðÿäàì. Åñëè âîçìóùåíèå w îêàæåòñÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t0 ìåíüøå, ÷åì 10�15, òî ïðè âñåõ t > t0 âîçìóùåíèå

áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, w � 0, ÷òî âûãëÿäèò êàê ïîë-

íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ëîãàðèôìà

âîçìóùåíèÿ z ýòîò ýôôåêò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå

ïîãëîùàþùåé ãðàíèöû ïðè zmin = ln(10�15): êàê òîëüêî ñëó÷àéíîå

áëóæäàíèå äîñòèãàåò ýòîé ãðàíèöû, îíî ¾ïðèëèïàåò¿ ê íåé. Âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü zmin íå ìàëà, è òàêàÿ

¾íåóñòîé÷èâàÿ¿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÿêîáû íàáëþäàëàñü àâòîðàìè ðÿäà

ïóáëèêàöèé. Ýòîãî ÷èñëåííîãî àðòåôàêòà ìîæíî èçáåæàòü ââåäåíè-

åì ìàëîé íåèäåíòè÷íîñòè ñèñòåì (íàïðèìåð, ïóòåì ðàññîãëàñîâàíèÿ

ïàðàìåòðîâ). Ïîìîãàåò è äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî âíåøíåãî øó-

ìà, êîòîðûé, êîíå÷íî, äîëæåí áûòü ðàçíûì äëÿ îáåèõ ïîäñèñòåì.

Âûøå ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, " > "c

Ðàñõîäèìîñòü ïðè w! 0 è îçíà÷àåò ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ (òàê ÷òî

ôàêòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíèå ñæèìàåòñÿ â äåëüòà-ôóíêöèþ), ïîýòîìó

â èäåàëüíîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå (13.25)

ïðè ñèëüíîé ñâÿçè íå íàáëþäàåòñÿ. Îäíàêî îíî ïîÿâëÿåòñÿ ïðè îò-

êëîíåíèÿõ îò ïîëíîé ñèììåòðèè, âñëåäñòâèå ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ.

(i) Íåèäåíòè÷íîñòü. Åñëè âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû ñëåãêà

îòëè÷àþòñÿ, òî èäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà. Â ñëó÷àå

íåìíîãî ðàçëè÷àþùèõñÿ îòîáðàæåíèé ìû ìîæåì âìåñòî (13.4)

çàïèñàòü�
x(t+ 1)

y(t+ 1)

�
=

�
1� " "

" 1� "

� �
f1(x(t))

f2(y(t))

�

=

�
(1� ")f1(x(t)) + "f2(y(t))

"f1(x(t)) + (1� ")f2(y(t))

�
: (13.26)

Òåïåðü â ïåðåìåííûõ (13.6) ïîëó÷àåì

U(t+ 1) = 1
2
[f1(U(t) + V (t)) + f2(U(t)� V (t))]; (13.27)
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V (t+ 1) =
1� 2"

2
[f1(U(t) + V (t))� f2(U(t)� V (t))]: (13.28)

Ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå V = 0 íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåøåíèåì

ýòèõ óðàâíåíèé, íî ïðè ìàëîé ðàññòðîéêå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

V ìàëî. Ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì ìàëîãî âîçìóùåíèÿ v íà äèíà-

ìèêó ïåðåìåííîé U , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (13.28) â âèäå

v(t+ 1) =
(1� 2")

2
[(f 01(U) + f

0
2(U))v + (f1(U)� f2(U))]: (13.29)

Îñíîâíîå îòëè÷èå îò èäåàëüíî ñèììåòðè÷íîé ñèòóàöèè (13.10) �

â ïîñëåäíåì íåîäíîðîäíîì ÷ëåíå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Îí

ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòðîéêå, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò õàî-

òè÷åñêèé ÷ëåí ìàë, ïîðÿäêà Æ � 1. Òîãäà äèíàìèêó ìîæíî êà÷å-

ñòâåííî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ðàçíîñòü ñîñòîÿíèé

v ïðåâûøàåò Æ, òî íåîäíîðîäíûé ÷ëåí íå âàæåí, è ìû ïîëó÷àåì

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (13.18). Êîãäà

ðàçíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà Æ, íåîäíîðîäíûé ÷ëåí äåéñòâóåò

êàê ñëó÷àéíàÿ ñèëà, ïðåïÿòñòâóþùàÿ óìåíüøåíèþ v äî çíà÷å-

íèé, ìåíüøèõ, ÷åì Æ. Äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïåðåìåííîé z

ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàþùåé ãðàíèöå ïðè z � ln Æ. Ïðè òàêîé

ãðàíèöå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïðîèñõîäÿò â îáëàñòè z > ln Æ

äàæå ïðè îòðèöàòåëüíîì ñðåäíåì ñìåùåíèè �? < 0. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî âûáðîñû v íàáëþäàþòñÿ è â ñèíõðîííîì ðåæèìå ñ îò-

ðèöàòåëüíûì ïîïåðå÷íûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ñèíõðîíèçîâàííûé õàîñ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâ-

ñòâèòåëüíûì ê âîçìóùåíèÿì: äàæå ìàëàÿ ðàññòðîéêà ïðèâîäèò

ê áîëüøèì (õîòÿ, âîçìîæíî, è ðåäêèì) âñïëåñêàì.

(ii) Øóì.Øóì äåéñòâóåò íà ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òî÷íî òàê æå,

êàê è ðàññòðîéêà: îí ïðèâîäèò ê ìàëûì ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíè-

ÿì äàæå òîãäà, êîãäà ïîëíîñòüþ ñèíõðîííûé ðåæèì óñòîé÷èâ.

Ñïðàâåäëèâû òå æå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

òîëüêî Æ òåïåðü åñòü èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Îáà óêàçàííûõ ôàêòîðà ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé èìååò íèæíþþ ãðàíèöó wmin, ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþùóþ

óðîâíþ øóìà è/èëè ðàññòðîéêå. Ñòåïåííîé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè

áîëüøèõ w îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ áîëüøèõ îòêëîíå-

íèé îò ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëèêà (ïî

ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, ïðè êîòîðîì

âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ îòêëîíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà). Ýòî åùå
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îäíî ïðîÿâëåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì, êîòîðàÿ âûðà-

æàåòñÿ â áîëüøèõ ñïîðàäè÷åñêèõ âûáðîñàõ. Ìû óâèäèì â ðàçäåëå

13.4, ÷òî ýòà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñâÿçàíà ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðîé àòòðàêòîðà è åãî îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð: ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

Ìû âèäåëè, ÷òî ñòàòèñòèêà ïåðåìåííîé z îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé

ôëóêòóàöèé ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ, à ïî-

ñëåäíèé â ñâîþ î÷åðåäü îïèñûâàåòñÿ ýíòðîïèéíîé ôóíêöèåé s(�). Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå òèïà

êîñîé òåíò (13.5). Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé äëÿ îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò (13.5) ïîñòîÿííî íà èíòåð-

âàëå (0; 1), à ïîñåùåíèÿ îáëàñòåé (0; a) è (a; 1) íå êîððåëèðîâàíû,

ïîëó÷àåì

j ln f 0j =

(
� ln a ñ âåðîÿòíîñòüþ a;

� ln(1� a) ñ âåðîÿòíîñòüþ (1� a):

Ñëåäîâàòåëüíî, ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü åñòü

� = �a ln a� (1� a) ln(1� a): (13.30)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ øàãàìè äâóõ

òèïîâ:

� ln a� � ñ âåðîÿòíîñòüþ a;

� ln(1� a)� � ñ âåðîÿòíîñòüþ (1� a):

Äëÿ p(�; T ) ïîëó÷àåì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷àÿ ÷èñëî

èòåðàöèé ñ U < a ÷åðåç n è ïîëàãàÿ h = n=T , ïîëó÷èì èç áèíîìè-

àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(n; T ) =
T !

n!(T � n)!
a
n(1� a)T�n

è èç ñîîòíîøåíèÿ

� =
n

T
(� ln a) +

T � n

T
(� ln(1� a))� �;

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ýíòðîïèéíóþ ôóíêöèþ s(�)

â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè:

s(h) = h ln
a

h
+ (1� h) ln

1� a

1� h
;
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�(h) = �h ln a� (1� h) ln(1� a)� �:

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ (ðèñ. 13.4a) èìååò åäèí-

ñòâåííûé ìàêñèìóì â íóëå.

Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ ôîðìóëó (13.24), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîêàçà-

òåëü � è ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà �? â ïàðàìåòðè÷åñêîì

âèäå êàê ôóíêöèè h:

� =
ds

d�
=
ds=dh

d�=dh
= ln

�
1� h

h

�
=ln

�
1� a

a

�
� 1;

�? = ��(h) + s(h)=�:

Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ � îò ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

ïîêàçàíà íà ðèñ. 13.4b. Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ýòó ôóíêöèþ, ìû

ïîäòâåðäèì ñïðàâåäëèâîñòü ñòåïåííîãî çàêîíà (13.22) âû÷èñëåíèÿ-

ìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 13.5.

Èç ðèñ. 13.4 âèäíî, ÷òî íåòðèâèàëüíûé ñòåïåííîé çàêîí ñïðàâåä-

ëèâ òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðåõîäà ê

ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèè s(�)

� ln a� � � � � ln(1� a)� �: (13.31)

Ýòà êîíå÷íîñòü åñòü îáùåå ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îíà èñ÷å-

çàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ s. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèâîäèò ê ãàóññîâñêî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòå-

ëåé. Õâîñòû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòèðàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè,

0–ln(1 – a) – λ –ln(a) – λ
Λ

0

ln(1 – a)

ln(a)

s(
Λ

)

ln(1 – a) +λln(a) + λ 0
λ⊥

–20

–10

0

10

20

κ

(a) (b)

Ðèñ. 13.4. Ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôëóêòóàöèè ëîêàëü-
íûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé, (a) è ïîêàçàòåëü � (b) êàê

ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ òèïà

êîñîé òåíò. Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (13.14), �? = ln j1 � 2"j+ �.
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì ëîêàëüíûì íåóñòîé÷èâîñòÿì

(ëèáî áåñêîíå÷íî ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè). Îäíàêî ëèíåéíûé àíàëèç

âîçìóùåíèé âáëèçè òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèÿì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê ÷òî â ðåàëüíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèå ïîêàçà-

òåëè íå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè.

Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêà-

çàòåëåé, ïîêàçàòåëü � êàê ôóíêöèÿ îò �? îïðåäåëåí òîëüêî íà èí-

òåðâàëå (13.31). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìèíèìóì è ìàêñèìóì ëîêàëüíîãî

ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ � ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíîìó è ìàêñè-

ìàëüíîìó ëîêàëüíîìó ìóëüòèïëèêàòîðó îòîáðàæåíèÿ òèïà òåíò, ò.å.

çíà÷åíèÿì � ln(1 � a) è � lna. Â îáëàñòè (13.31) ïîïåðå÷íàÿ äèíà-

ìèêà íåòðèâèàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî åñòü ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâûå è

ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè. Âíå ýòîãî èíòåðâàëà ëèáî âñå

òðàåêòîðèè íåóñòîé÷èâû, ëèáî âñå óñòîé÷èâû, è ñòåïåííûå õâîñòû

–40 –30 –20 –10 0
z

10
0

10
2

10
4

10
6

W
(z

)

zmin zmax

Ðèñ. 13.5. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû z (ýòîìó ñî-

îòâåòñòâóåò ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå w) äëÿ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé

òèïà êîñîé òåíò äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñâÿçè: ïðè êðèòè÷åñêîì

çíà÷åíèè " = "c (êâàäðàòû �); ïðè äîêðèòè÷åñêîì " = "c�0:025 (êðóãè

Æ); ïðè çàêðèòè÷åñêîé ñâÿçè " = "c+0:025 (ðîìáû �). Â ñèñòåìó áûëà

äîïîëíèòåëüíî ââåäåíà ðàññòðîéêà a � 10�10, îáåñïå÷èâàþùàÿ îãðà-

íè÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà íèæíåì ïðåäåëå zmin. Â îáëàñòè

zmin < z < zmax ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò

ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (13.22).
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ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóþò (â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ:

âñå øàãè íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó). Ìû îáñóäèì ýòó ñèòóàöèþ ñ

äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàçäåëå 13.4.

13.3.4 Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü:
êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà

Âáëèçè ïîðîãà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè äèíàìèêà ðàçíîñòè ìåæäó ñî-

ñòîÿíèÿìè ïîäñèñòåì äåìîíñòðèðóåò ïåðåìåæàåìîñòü: âñïëåñêè ðàç-

äåëåíû äëèííûìè ïåðèîäàìè ìîë÷àíèÿ (ðèñ. 13.3). Êà÷åñòâåííîå

îïèñàíèå ýòîé ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè áûëî äàíî âûøå: ëî-

ãàðèôì âîçìóùåíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, íàèáîëü-

øèå îòêëîíåíèÿ êîòîðûõ âèäíû êàê îòíîñèòåëüíî îñòðûå ïèêè.

Àíàëîãèþ ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è

äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âðåìåííîé êîððåëÿöèè ìîäó-

ëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïåðåìåííîé z äèô-

ôóçèîííûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ

ñìåùåíèÿ �? è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè, â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè îäèíî÷íîãî îòîáðà-

æåíèÿ. Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-

Ïëàíêà (ñì. [Ôåëëåð 1984]):

@W (z; t)

@t
= ��?

@W (z; t)

@z
+
D

2

@
2
W (z; t)

@z2
: (13.32)

Ýòî óðàâíåíèå íóæíî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Êàê îá-

ñóæäàëîñü âûøå, è íåëèíåéíîå íàñûùåíèå, è ìàëûé øóì èëè ðàñ-

ñòðîéêà ïðèâîäÿò ê îòðàæàþùèì ãðàíèöàì ñîîòâåòñòâåííî ïðè zmax

è zmin.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñòàòèñòèêó âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâó-

ìÿ âñïëåñêàìè ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè ïîä ïîðîãîì ñèíõðî-

íèçàöèè, " < "c. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ó÷åñòü òîëüêî îòðàæà-

þùóþ ãðàíèöó ïðè zmax. Âñïëåñê íàáëþäàåòñÿ, åñëè ïåðåìåííàÿ z

áëèçêà ê zmax. ×òîáû îöåíèòü âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî âñïëåñêà, âîçü-

ìåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå z0 < zmax è íàéäåì ñðåäíåå âðåìÿ, çà êîòîðîå

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå äîñòèãíåò zmax. Íà ÿçûêå òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ ýòî çàäà÷à î ïåðâîì äîñòèæåíèè ãðàíèöû. Äëÿ äèôôóçè-

îííûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà (13.32),

ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû õîðîøî èçó÷åíî (ñì.,
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íàïðèìåð, [Ôåëëåð 1984]). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå

èíòåðâàëîâ ìåæäó âñïëåñêàìè

W (�) =
jzmax � z0jp

2�D�3
exp

�
�
(zmax � z0 � �?�)

2

2D�

�
: (13.33)

Âáëèçè ïîðîãà, êîãäà èíòåðâàëû ìåæäó âñïëåñêàìè âåëèêè, ìîæíî

çàïèñàòü äëÿ áîëüøèõ �

W (�) / �
�3=2 exp

�
�
�
2
?

2D
�

�
:

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä ñòåïåííîãî çàêîíà, îáðåçàííîãî íà

âåðõíåé ãðàíèöå �� � D�
�2
?
. Èíòåðâàëû ìåæäó âñïëåñêàìè ìîãóò

áûòü î÷åíü áîëüøèìè, ñðåäíÿÿ ïðîäîæèòåëüíîñòü ¾ëàìèíàðíûõ¿

ôàç4

h�i =
zmax � z0

�?

ðàñõîäèòñÿ íà ïîðîãå �? = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó

âñïëåñêàìè è èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ,

ìîæíî íàéòè ñïåêòð ìîùíîñòè ïðîöåññà S(�). Îáîçíà÷èâ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå îò ïëîòíîñòè (13.33) ÷åðåç �(�), ïîëó÷èì, ñîãëàñíî

îáùåé òåîðèè [Ðûòîâ 1988],

S(�) / Re
�(�)

1� �(�)
:

Ê ñ÷àñòüþ, âîçíèêàþùèå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëè-

òè÷åñêè è â ïðåäåëå zmax � z0 ! 0 ïîëó÷àåòñÿ ñòåïåííîé ñïåêòð

ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè:

S(�) / �
�1=2 ïðè D � � � D�

�2
?
:

Â çàâåðøåíèå îáñóæäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäóëÿöèîííîé

ïåðåìåæàåìîñòè îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåíèå ïîëíîñòüþ ïðèìåíè-

ìî è ê ñèñòåìàì, ìîäóëÿöèîííî âîçáóæäàåìûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì

øóìîì. Îáû÷íî ïîäîáíûå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè, ïðè ýòîì ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ìàêðîñêîïè-

÷åñêèì êîëåáàíèÿì íàçûâàþò íåðàâíîâåñíûì ôàçîâûì ïåðåõîäîì,

èíäóöèðîâàííûì øóìîì (ñì. [Õîðñòõåìêå è Ëåôåâð 1989] è ñîäåð-

æàùèåñÿ òàì ññûëêè).

4 Ìîæíî íàéòè è äðóãèå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (13.33), ñì. [Fujisaka et al.

1997].



Æ
��
��
��
��
��
k402 Ãëàâà 13. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ I

13.4 Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè:
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ïåðåõîä ê ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ñ

ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïóòåì îïèñàíèÿ îáúåêòîâ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå è èõ áèôóðêàöèé. Ïåðåõîä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 13.2,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåõîä îò ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî àò-

òðàêòîðà, ëåæàùåãî íà äèàãîíàëè x = y, ê íåñèììåòðè÷íîìó, ëåæà-

ùåìó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè (ïîä àñèììåòðèåé ìû ïî-

íèìàåì x(t) 6= y(t); ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòè (x; y)

ìîæåò îñòàâàòüñÿ ñèììåòðè÷íûì, êàê íà ðèñ. 13.2). Ýòîò ïåðåõîä

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áèôóðêàöèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ýòîãî ïåðåõîäà ñ áèôóðêà-

öèÿìè îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íåóñòîé÷èâûå

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó îíè îáðàçóþò ñêåëåò õàîòè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà. Îíè ïëîòíû íà õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå è ìíî-

ãèå õàðàêòåðèçóþùèå õàîñ âåëè÷èíû (íàïðèìåð, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà,

ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-

ðåç ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.5 Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñëóæèò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû îáû÷íîé òåîðèè

áèôóðêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [Éîññ è Äæîçåô 1983; Guckenheimer and

Holmes 1986; Hale and Ko�cak 1991]), ïîñêîëüêó îíè íåïîñðåäñòâåííî

ïðèìåíèìû ê ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì.

13.4.1 Ïîïåðå÷íûå áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìû âûáåðåì ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå (ò.å. " � 1=2) è áóäåì èññëåäîâàòü íàðóøåíèå ñèììåòðèè,

ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ ïàðàìåòð ñâÿçè ". Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

ïðîñòåéøóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Íåïîäâèæíîé òî÷êå x� îòîáðàæåíèÿ x ! f(x) ñîîòâåòñòâóåò ñèí-

õðîííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = y(t) = x
�, ñóùåñòâóþùåå ïðè

âñåõ ". Óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé (13.9) è (13.10), îòêóäà ñëåäóþò äâà ìóëü-

òèïëèêàòîðà:

�
u
= f

0(x�); �
v
= (1� 2")f 0(x�); (13.34)

5 Îïèñàíèå õàîñà â òåðìèíàõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äàíî â ðàáîòàõ [Artuso

et al. 1990a,b; Ott 1992].
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ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ñîáñòâåííûì ìîäàì u è v. Ïîñêîëüêó íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò õàîòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ f , ìóëü-

òèïëèêàòîð �
u
ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, òàê ÷òî íàïðàâëåíèå

u âñåãäà íåóñòîé÷èâî. Ïîïåðå÷íîå íàïðàâëåíèå v óñòîé÷èâî, åñëè

j(1 � 2")f 0(x�)j < 1, è íåóñòîé÷èâî, åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíà÷åíèè "c(x
�), îïðåäåëÿåìîì èç óñëîâèÿ

"c(x
�) =

1� jf 0(x�)j�1

2
; (13.35)

ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ. Òèï áèôóðêàöèè çàâèñèò îò çíàêà ìóëüòè-

ïëèêàòîðà ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà: ïðè �
v
= 1 ïðî-

èñõîäèò áèôóðêàöèÿ âèëêè, à ïðè �
v
= �1 � áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ

ïåðèîäà. Åñëè ýòè áèôóðêàöèè ìÿãêèå (÷òî îïðåäåëÿåòñÿ íåëèíåéíû-

ìè ÷ëåíàìè îòîáðàæåíèÿ), òî ïîÿâëÿþòñÿ ëèáî äâà ñèììåòðè÷íûõ

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå áèôóðêàöèè âèëêè, ëèáî òðàåêòîðèÿ

ïåðèîäà äâà. Ýòè ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ïî íàïðàâëåíèþ V , íî îò

ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ îíè íàñëåäóþò íåóñòîé÷èâîñòü ïî íàïðà-

âëåíèþ U . Áèôóðêàöèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà

íà ðèñ. 13.6.

Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âåðíà äëÿ âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðè-

îäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ f(x), òàê ÷òî îò ñèììåòðè÷íîé

òðàåêòîðèè ïåðèîäà T , xp(t) = y
p(t), îòâåòâëÿåòñÿ ëèáî ïàðà ñèììå-

òðè÷íûõ äðóã äðóãó òðàåêòîðèé òîãî æå ïåðèîäà â ðåçóëüòàòå áè-

ôóðêàöèè âèëêè, ëèáî òðàåêòîðèÿ óäâîåííîãî ïåðèîäà â ðåçóëüòàòå

áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

V

(b)(a)

UV U

Ðèñ. 13.6. Òàê âûãëÿäèò ìÿãêàÿ ïîïåðå÷íàÿ áèôóðêàöèÿ íåóñòîé-

÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. (a) Ïðè " > "c(x
�) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

íåóñòîé÷èâà â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, íî óñòîé÷èâà â ïîïåðå÷íîì.

(b) Ïðè " < "c(x
�) â ðåçóëüòàòå ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè ðîæäàåòñÿ

öèêë ïåðèîäà äâà èëè ïàðà íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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×òîáû íàéòè òî÷êó áèôóðêàöèè, äîñòàòî÷íî îáîáùèòü ôîðìóëó

(13.34): ìóëüòèïëèêàòîð òðàåêòîðèè ïåðèîäà T åñòü ïðîèçâåäåíèå

ëîêàëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ

�
v
= (1� 2")T

TY
t=1

f
0(xp(t)):

Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî (13.35),

"c(x
p) =

1�
hQ

T

t=1 jf 0(xp)j
i�1=T

2
: (13.36)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå àíàëîãè÷íî ñòàòèñòè÷å-

ñêîìó êðèòåðèþ íàñòóïëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè (13.15): âìåñòî ñðåäíå-

ãî ïî âñåìó õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó ìóëüòèïëèêàòîðà e� ìû èìååì

â (13.36) ìóëüòèïëèêàòîð, óñðåäíåííûé ïî äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé

òðàåêòîðèè.

13.4.2 Ñëàáàÿ è ñèëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Èç ñðàâíåíèÿ (13.36) è (13.15) ñëåäóåò î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî: áèôóð-

êàöèîííûå òî÷êè (13.36) â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé (13.15). Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ìóëüòèïëèêàòîðû ðàçëè÷íûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èõ áèôóðêàöèè, ñâÿçàí-

íûå ñ ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, çàíèìàþò öåëûé èíòåðâàë çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà ("c;min; "c;max). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò áèôóð-

êàöèè îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

äëÿ âñåãî õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà çàíèìàåò èíòåðâàë ïî ïàðàìåòðó.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì ýòîò ïåðåõîä äëÿ ñëó÷àÿ ìÿãêîé áèôóðêàöèè.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ðåæèìû (ñì. ðèñ. 13.7).

Ñèëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, " > "c;max

Âñå ñèììåòðè÷íûå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâû. Ïðè ýòîì âñå

òî÷êè èç îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ñèíõðîííîìó àò-

òðàêòîðó x = y è îñòàþòñÿ â íåì.

Ñëàáàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, "c < " < "c;max

Íåêîòîðûå6 èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû,

íî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî â ñðåäíåì. Òåïåðü ïî÷òè âñå (â

6 Íà ñàìîì äåëå � áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) òî÷êè èç îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè ïðèòÿãèâà-

þòñÿ ê íåé, íî åñòü è èñêëþ÷èòåëüíûå íà÷àëüíûå òî÷êè, êîòîðûå

ïîêèäàþò ýòó îêðåñòíîñòü.

Ñëàáî àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå, "c;min < " < "c

Ñèíõðîííûé ðåæèì â ñðåäíåì íåóñòîé÷èâ, íåêîòîðûå ñèíõðîííûå

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè âñå åùå óñòîé÷èâû â ïîïåðå÷íîì íàïðà-

âëåíèè.

Ñèëüíî àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå, " < "c;min

Âñå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû.

c εεc,maxεc,min

ÓÌÁÂÏ ÁÓÉÎÈÒ.ÓÉÌØÎÏ ÁÓÉÎÈÒ.

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÓÌÁÂÁÑ 

ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÑ ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÑ

ÓÉÌØÎÁÑ

ε

Ðèñ. 13.7. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçà-

öèè. Ïåðåõîä ¾ðàçìàçàí¿ ïî èíòåðâàëó ("c;min; "c;max). Íà íèæíåì ðè-

ñóíêå æèðíîé ñòðåëêîé ïîêàçàíà äèíàìèêà áîëüøèíñòâà òðàåêòîðèé

âáëèçè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðèòÿæåíèå ïðè " > "c è îòòàëêè-

âàíèå ïðè " < "c). Òîíêîé ñòðåëêîé ïîêàçàíà íåòèïè÷íàÿ äèíàìèêà.

Ïðè " < "c;min âñå ñèììåòðè÷íûå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû,

ýòî ñèëüíî àñèíõðîííûé ðåæèì. Ïðè "c;min < " < "c áîëüøèíñòâî

ñèììåòðè÷íûõ òðàåêòîðèé ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâî (ñëàáî àñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå). Ïðè "c < " < "c;max ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè íà ñèììåòðè÷íîì

àòòðàêòîðå ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íî ïðèòÿãèâàþùèìè, õîòÿ íåêîòîðûå ïî-

ïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû (ñëàáàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ). Ïðè " > "c;max âñå òðà-

åêòîðèè íà ñèììåòðè÷íîì àòòðàêòîðå ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâû (ñèëüíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, èñïûòûâàþùàÿ áèôóðêàöèþ ïðè

" = "max, îòìå÷åíà êðóæêîì Æ (ñð. ñ ðèñ. 13.6).
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Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

íåïîñðåäñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðàçäå-

ëà 13.3: íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ìóëüòèïëèêàòîð ñîîòâåòñòâóåò

íàèáîëüøåìó (ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåìó) ëîêàëüíîìó ïî âðåìå-

íè ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ. Îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòåïåí-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìàì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè è

ñëàáîé äåñèíõðîíèçàöèè.

Íàèáîëåå íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè,

â êîòîðîì ñèíõðîííîå ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî â ñðåä-

íåì, íî â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïîïåðå÷íî

íåóñòîé÷èâû. Îòìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé ïîïå-

ðå÷íî íåóñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñëåäóåò, ÷òî ïîïåðå÷íî

íåóñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü íàéäåíû âåçäå: äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ìíîæå-

ñòâî òî÷åê, ñî âðåìåíåì ïðèáëèæàþùèõñÿ ê íåé, è òðàåêòîðèè, íà÷è-

íàþùèåñÿ â ýòèõ òî÷êàõ, â êîíöå êîíöîâ ïðèõîäÿò ê íåóñòîé÷èâîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ñàìè ñòàíîâÿòñÿ ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû-

ìè. Ïîëó÷àåòñÿ ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: â àòòðàêòîðå åñòü ïëîòíîå

ìíîæåñòâî íåïðèòÿãèâàþùèõ òðàåêòîðèé. Ìû ñòàëêèâàåìñÿ çäåñü ñ

ñèòóàöèåé, êîãäà òîíêèå ðàçëè÷èÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè

àòòðàêòîðà ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Ïîýòîìó íàïîìíèì äâà ðàñ-

ïðîñòðàíåííûõ îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
Àòòðàêòîð îïðåäåëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999])

êàê êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A, èìåþùåå îêðåñòíîñòü U , òàêóþ, ÷òîT
n>0 f

n(U) = A è fk(U) 2 U ïðè íåêîòîðîì k > 0. Ýòî îïðåäåëåíèå

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, âñå òî÷êè êîòîðîé

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê A.

Âåðîÿòíîñòíîå îïðåäåëåíèå ïî Ìèëíîðó
Ìèëíîð [Milnor 1985] îïðåäåëÿåò àòòðàêòîð êàê çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ �(A) êîòîðîãî èìååò ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíóþ ìåðó; ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò ñòðîãî ìåíüøåãî ìíîæåñòâà

A0 2 A, ÷üÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ñîâïàäàëà áû ñ �(A) ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæåñòâà, èìåþùåãî íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè î÷åâèäíî: â îïðå-

äåëåíèè Ìèëíîðà äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðûå áëèçêèå òî÷êè îò-

õîäèëè îò àòòðàêòîðà, â òî âðåìÿ êàê â òîïîëîãè÷åñêîì îïðåäåëå-

íèè ýòî èñêëþ÷àåòñÿ. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â ñèëüíî
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ñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ ñâÿçè àòòðàêòîð

òîïîëîãè÷åñêèé, à â ñëàáî àñèíõðîííîì ðåæèìå � ìèëíîðîâñêèé.

Òîïîëîãè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè "c < " < "c;max áîëüøå ìèëíîðîâ-

ñêîãî � îí âêëþ÷àåò òðàåêòîðèè, èñïûòûâàþùèå áèôóðêàöèþ îò ïî-

ïåðå÷íî íåóñòîé÷èâûõ îðáèò, è èõ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 13.3, ïðè ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñòåïåííîé õâîñò, åñëè èç-çà ìàëîé ðàññòðîéêè

èëè øóìà ñòðîãî ñèììåòðè÷íûé ðåæèì íåâîçìîæåí. Ãåîìåòðè÷åñêè

ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ðàçäóâàíèå ìèëíîðîâñêîãî àòòðàêòîðà â òîïî-

ëîãè÷åñêèé âñëåäñòâèå øóìà è/èëè ðàññòðîéêè.

13.4.3 Ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ðèäëèíã

Âûøå ìû îáñóæäàëè ñëó÷àé ìÿãêîé ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 13.6. Â ýòîì ñëó÷àå íîâûå ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè x = y. Ñîîòâåòñòâåííî,

òîïîëîãè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾îãè-

áàþùóþ¿ ýòèõ ïîÿâèâøèõñÿ àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê,

ìÿãêî âûðàñòàåò èç äèàãîíàëè. Ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîð íà äèàãî-

íàëè x = y ïðèòÿãèâàåò ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñîñåäíèõ òî÷åê,

íî åñòü èñêëþ÷èòåëüíûå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå ðàñòóò â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè. Ýòè ðàñòóùèå âîçìóùåíèÿ, îäíàêî, íå ìîãóò îòîéòè

äàëåêî îò ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ (îñîáåííî, åñëè ñâÿçü áëèçêà ê êðè-

òè÷åñêîé, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò ïåðâàÿ ïîïåðå÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

" . "c;max), ïîñêîëüêó ðîñò îãðàíè÷åí íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè ðîäèâøèõñÿ àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ôàêòè÷åñêè

ïî÷òè âñå âîçðàñòàþùèå âîçìóùåíèÿ âîçâðàùàþòñÿ ê ñèììåòðè÷íî-

ìó ñîñòîÿíèþ (êðîìå òåõ, ÷òî ëåæàò íà óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò). Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíûé ðèäëèíã.7 Îíà ñóùåñòâóåò âáëèçè ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðè "c < " < "c;max è ïðîÿâëÿåòñÿ íà ïîðîãå " = "c.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íàÿ áèôóð-

êàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà ñèììåòðè÷íîì àòòðàêòîðå (íàïðè-

ìåð, òèïà âèëêè) � æåñòêàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè " = "c;max ïàðà

ñèììåòðè÷íûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê (ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) ¾âëèïà-

åò¿ â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó (ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó), òàê ÷òî ïîñëåä-

íÿÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Â îòëè÷èå îò ëîêàëüíîãî ðèäëèíãà,

ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ òåïåðü íå îñòàþòñÿ â îêðåñòíîñòè ñèììå-

òðè÷íîé îðáèòû, à îòõîäÿò äàëåêî îò äèàãîíàëè (èëè äàæå óõîäÿò íà

7 Îò àíãëèéñêîãî riddle � ðåøåòî, ñèòî.
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áåñêîíå÷íîñòü). Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ïðè æåñòêîé áèôóðêàöèè

óäâîåíèÿ ïåðèîäà, îáà ýòèõ ñëó÷àÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.8.

Ðåæèì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè ïðè ãëîáàëüíîì ðèäëèíãå åùå áîëåå

÷óâñòâèòåëåí, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè åñòü òî÷êè, ïîêè-

äàþùèå åå è óõîäÿùèå ê êàêîìó-íèáóäü óäàëåííîìó àòòðàêòîðó. Áî-

ëåå òîãî, ýòè òî÷êè ïëîòíû â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè (çäåñü ðàáîòàåò

òîò æå ñàìûé àðãóìåíò, ÷òî è â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ðèäëèíãà), õîòÿ èõ

ìåðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ê äèàãîíàëè x = y. Òàêàÿ

ñòðóêòóðà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà íàçûâåòñÿ ãëîáàëüíûì

ðèäëèíãîì; äëÿ íåå õàðàêòåðíà îñîáåííàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê øóìó.

Äåéñòâèòåëüíî, øóì âûáèâàåò òðàåêòîðèþ ñ äèàãîíàëè, è ïîýòîìó

åñòü êîíå÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ óäàëåííî-

ãî àòòðàêòîðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó ñèíõðîíèçàöèÿ

âîçìîæíà òîëüêî êàê âðåìåííûé, ïåðåõîäíûé ðåæèì � â êîíöå êîí-

öîâ âñå òðàåêòîðèè ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñóììèðóÿ ñâîéñòâà ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, ïîä÷åðêíåì, ÷òî

ìû èìååì çäåñü äåëî ñ áèôóðêàöèåé õàîñ�õàîñ, êîòîðàÿ ðàçìàçàíà

ïî ïàðàìåòðó. Â ñàìîì äåëå, âñÿ îáëàñòü ïàðàìåòðà ("c;min; "c;max)

äåìîíñòðèðóåò íåòðèâèàëüíóþ äèíàìèêó, êîòîðóþ ìîæíî îïèñûâàòü

êàê òîïîëîãè÷åñêè, òàê è ñòàòèñòè÷åñêè. Ýòà ñèòóàöèÿ òèïè÷íà äëÿ

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ôëóêòóèðóþùèìè ëîêàëüíûìè ïî âðåìåíè ïî-

êàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà. Íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ïåðåõîäà ïðîÿâëÿþòñÿ è

â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, îáñóæäåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà ñëåäó-

þùàÿ ãëàâà.

V

(a) (b)

UV U

Ðèñ. 13.8. Æåñòêàÿ ïîïåðå÷íàÿ áèôóðêàöèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè. (a)

Ïðè " > "c;max òî÷êà óñòîé÷èâà. Ñåðûì ïîêàçàíû òî÷êè, óõîäÿùèå ê

äàëåêîìó àòòðàêòîðó. (b) Ïðè æåñòêîé áèôóðêàöèè " = "c;max, îáëàñòü

ïðèòÿæåíèÿ äàëåêîãî àòòðàêòîðà êàñàåòñÿ äèàãîíàëè. Ó çàòåíåííîé

îáëàñòè åñòü ïðîîáðàçû (íå ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå), êîòîðûå ïëîòíû

â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè.
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13.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ìû îïèñûâàëè ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ, ñëåäóÿ ðàííèì ðàáîòàì

[Fujisaka and Yamada 1983; Yamada and Fujisaka 1983; Pikovsky

1984a]. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè îáñóæäà-

ëèñü â ðàáîòàõ [Pikovsky 1984a; Yamada and Fujisaka 1986; Fujisaka

et al. 1986; Fujisaka and Yamada 1987; Yamada and Fujisaka 1987;

Pikovsky and Grassberger 1991]. Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü òàêæå â [Hammer et al. 1994; Heagy et al. 1994c; Platt

et al. 1994; Venkataramani et al. 1995; Xie et al. 1995; Yu et al. 1995;
�Cenys et al. 1996; Lai 1996a; Venkataramani et al. 1996; Yang and Ding

1996; �Cenys et al. 1997a,b; Ding and Yang 1997; Fujisaka et al. 1997;

Kim 1997; Fujisaka et al. 1998; Miyazaki and Hata 1998; Nakao 1998].

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè îáñóæäàëèñü

â ðàáîòàõ [Pikovsky and Grassberger 1991; Ashwin et al. 1994, 1996,

1998; Aston and Dellnitz 1995; Heagy et al. 1995; Ashwin and Aston

1998; Maistrenko et al. 1998]. Îáùåå îïèñàíèå ïåðåõîäà ê ðèäëèíãó

ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [Heagy et al. 1994a; Lai et al. 1996; Lai and

Grebogi 1996; Maistrenko and Kapitaniak 1996; Billings et al. 1997;

Lai 1997; Maistrenko et al. 1997, 1998, 1999a; Nagai and Lai 1997a,b;

Kapitaniak et al. 1998; Kapitaniak and Maistrenko 1998; Manscher et al.

1998; Astakhov et al. 1999].

Ýêñïåðèìåíòû ïî ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîâîäèëèñü ñ ýëåêòðîí-

íûìè ñõåìàìè [Schuster et al. 1986; Heagy et al. 1994b, 1995; Yu et al.

1995; �Cenys et al. 1996; Lorenzo et al. 1996; Rulkov 1996] è ëàçåðàìè

[Roy and Thornburg 1994; Terry et al. 1999]. Ñì. òàêæå ñïåöèàëü-

íûé âûïóñê æóðíàëà CHAOS [Pecora (ed.) 1997] è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè.
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Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ II:
îáîáùåíèÿ è ñëîæíûå
ñèñòåìû

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîñòåéøóþ ðåàëèçàöèþ

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå äâóõ ñèììåòðè÷íî âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Íèæå ìû îïèøåì áîëåå îáùèå

ñèòóàöèè: ìíîãî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé, ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì, ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ìû îáñóäèì ñèíõðî-

íèçàöèþ â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå êàê ñèììåòðè÷íûé õàîòè÷åñêèé

ðåæèì. Â îñíîâíîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì, èç

êîòîðîãî ñëåäóåò ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè; òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ìû îïèøåì íåëèíåéíûå ýôôåêòû âáëèçè ïîðîãà.

14.1 Èäåíòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçü
îáùåãî âèäà

Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå òåîðèè, ðàçâèòîé â ãëàâå 13, ñîñòîèò â ðàñ-

ñìîòðåíèè áîëüøîãî àíñàìáëÿ ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì N èäåíòè÷íûõ ëèíåéíî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îòî-

áðàæåíèé (13.1). Ïðåäñòàâèì ñâÿçü ñ ïîìîùüþ îáùåãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà L̂, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé N �N :

x
k
(t+ 1) =

NX
j=1

L
kj
f(x

j
(t)): (14.1)
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Óñëîâèå äèññèïàòèâíîñòè ñâÿçè, îáñóæäàâøååñÿ â ðàçäåëå 13.1, òå-

ïåðü ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) Ñèñòåìà (14.1) äîïóñêàåò ñèììåòðè÷íîå ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçî-

âàííîå ðåøåíèå, â êîòîðîì ñîñòîÿíèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé èäåí-

òè÷íû

x1(t) = x2(t) = � � � = x
N
(t) = U(t):

Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïîñòîÿííûé âåêòîð e1 = (1; : : : ; 1) ÿâëÿ-

åòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû L̂ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

åì �1 = 1.

(ii) Âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L̂ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

ìåíüøå 1. Ýòî ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ íåîäíîðîäíûõ âîçìóùåíèé

ïîä äåéñòâèåì ñâÿçè.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíî ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ (14.1). Â îòëè÷èå îò ïðîñòåé-

øåãî ñëó÷àÿ ãëàâû 13, òåïåðü èìååòñÿ ìíîãî ïîïåðå÷íûõ ìîä, è

óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîïåðå÷íûì ïîêàçàòåëåì

Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ íåîäíîðîäíîãî âîçìóùåíèÿ Æx
k
(0)

âîçëå õàîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ U(t). Ïîñëå T èòåðàöèé ïîëó÷àåì

Æx
k
(T ) = L̂

T

TY
t=1

f
0(U(t))Æx

k
(0):

Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè f 0(U) íå çàâèñÿò îò k, ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèÿ

ðàçëàãàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû L
kj
. Ïðè áîëüøèõ

T äîìèíèðóåò íàèáîëüøåå íåîäíîðîäíîå âîçìóùåíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå âòîðîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e2, ïîñêîëüêó åãî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå �2 áëèæå âñåãî ê 1; òàêèì îáðàçîì, ðîñò âîçìóùåíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ, àíàëîãè÷íî (13.14), ôîðìóëîé

jÆx
k
(T )j / e2j�2jT eT� = e2e

T�? ; �? = �+ ln j�2j: (14.2)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êðèòåðèé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî

ðåæèìà ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì â ãëàâå 13.2: �? < 0.

Ýòîò êðèòåðèé ïðèìåíèì êàê ê áîëüøèì, òàê è ê ìàëûì àíñàì-

áëÿì õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò

âîïðîñ: âîçìîæíà ëè ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì N , è ÷òî ïðîèñõîäèò â òåðìîäèíàìè-

÷åñêîì ïðåäåëå N !1. Êàê ñëåäóåò èç (14.2), îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà L̂. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
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�1 = 1 âñåãäà ïðèñóòñòâóåò, ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü êðèòåðèé

óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðåæèìà êàê

ln j�1j � ln j�2j > �:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñâÿçè L̂ äîëæíà

áûòü ùåëü (çàïðåùåííàÿ çîíà), ðàçìåðîì ïî ìåíüøåé ìåðå �, ìå-

æäó ïåðâûì è âòîðûì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,

äèíàìèêà íåñèììåòðè÷íûõ ìîä äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áûñòðîé:

çàòóõàíèå èç-çà ñâÿçè äîëæíî áûòü ñèëüíåå, ÷åì íåóñòîé÷èâîñòü

èç-çà õàîñà. Î÷åâèäíî, íå âñå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ùåëè

â ñïåêòðå. Ìû ðàññìîòðèì íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ íåñêîëüêî

ôèçè÷åñêè âàæíûõ ñèòóàöèé.

14.1.1 Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü îçíà÷àåò, ÷òî

ñèãíàë ñ îäíîãî õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äåéñòâóåò íà äðóãîé.

Òàêóþ ñâÿçü ëåãêî ðåàëèçîâàòü ýëåêòðîííî, ñâÿçûâàÿ ýëåêòðîííûå

öåïè ñèãíàëîì, ïðîïóùåííûì ÷åðåç óñèëèòåëü. Îáû÷íî îäíîíà-

ïðàâëåííàÿ ñâÿçü ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîé öåïî÷êè

ýëåìåíòîâ, íî îíà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà è â áîëåå ñëîæíûõ

ñèòóàöèÿõ, ñì. ðèñ. 14.1.

Äëÿ äâóõ ñèñòåì îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé

âçàèìîäåéñòâèÿ

L̂ =

�
1 0

" 1� "

�
: (14.3)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåãêî íàõîäÿòñÿ:

�1 = 1; �2 = 1� ";

(b)(a)

Ðèñ. 14.1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè â

îäíîìåðíîé öåïî÷êå (a) è â ñåòè (b). Öåïî÷êà ìîæåò îáðàçîâûâàòü

êîëüöî, åñëè ïîñëåäíèé ýëåìåíò äåéñòâóåò íà ïåðâûé (øòðèõîâàÿ ëè-

íèÿ â (a)).
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ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ëèíåéíî óñòîé÷èâî, åñëè

�+ ln j1� "j < 0: (14.4)

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé öåïî÷êè èç N îäíî-

íàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì (ðèñ. 14.1a), äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà

èìååò âèä

L̂ =

2
66664

1 0 0 0 : : : 0

" 1� " 0 0 : : : 0

0 " 1� " 0 : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775: (14.5)

Çäåñü âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (êîòîðîå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ

(N � 1)-êðàòíî âûðîæäåííûì) òàêæå ðàâíî �2 = 1� ", è äëÿ óñòîé-
÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâî (14.4), íåçàâèñèìî îò

÷èñëà N âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì: îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé îäíî-

íàïðàâëåííóþ ñâÿçü, èìååò ñïåêòðàëüíóþ ùåëü. Óìåñòíî îòìåòèòü,

÷òî ñóùåñòâîâàíèå ùåëè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

äëÿ öåïî÷êè. Ïðè âûâîäå (14.5) ìû ïðåäïîëàãàëè îòñóòñòâèå âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàìè öåïî÷êè. Åñëè

ðàññìîòðåòü öåïî÷êó ñ îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçüþ è ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 14.1a), ãäå ïåðâûé ýëåìåíò ñâÿçàí

ñ ïîñëåäíèì, òî ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò âûãëÿäåòü êàê

L̂ =

2
66664

1� " 0 0 0 : : : "

" 1� " 0 0 : : : 0

0 " 1� " 0 : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775; (14.6)

è ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèì. Ïîñêîëüêó öåïî÷êà îäíî-

ðîäíà, ñîáñòâåííûå âåêòîðà åñòü Ôóðüå-ìîäû, è ñïåêòð ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ôóíêöèþ âîëíîâîãî âåêòîðà K

j�(K)j2 = (1� ")2 + 2"(1 � ") cosK + "
2
; �� � K < �:

Â ýòîì ñïåêòðå ùåëü îòñóòñòâóåò (ïîñêîëüêó j�(K)j ! 1 ïðè K ! 0),

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà.

Òàêîå áîëüøîå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèíàìèêó öåïî÷êè

äîïóñêàåò ïðîçðà÷íîå ôèçè÷åñêîå òîëêîâàíèå. Â öåïî÷êå ñ îäíîíà-

ïðàâëåííîé ñâÿçüþ ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíûå âîçìóùåíèÿ íà êàæäîì

ýëåìåíòå çàòóõàþò; îäíàêî îíè íå èñ÷åçàþò, à ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

âäîëü öåïî÷êè. Ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (14.5) âîçìóùåíèå â êîíöå
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êîíöîâ çàòóõàåò íà ïîñëåäíåì ýëåìåíòå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñèñòåìû

(14.6) âîçìóùåíèå ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ íà ïåðâîì ýëåìåíòå. Â òåðìèíàõ

òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ìû èìååì äåëî ñ êîí-

âåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, ò.å. âîçìóùåíèå çàòóõàåò â òîì ìåñòå,

ãäå îíî âîçíèêëî, íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è ðàñòåò âäîëü ïî ïîòîêó.

Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå ðàñòåò òàì, ãäå îíî

áûëî ïðîèçâåäåíî, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ (ñì.

íàïðèìåð [Ëèôøèö è Ïèòàåâñêèé 1981]).

14.1.2 Àñèììåòðè÷íàÿ ëîêàëüíàÿ ñâÿçü

Ñëó÷àé àñèììåòðè÷íîé ëîêàëüíîé ñâÿçè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

êîìáèíàöèþ äèôôóçèîííîé (13.3) è îäíîíàïðàâëåííîé (14.5) ñâÿçè:

L̂ =

2
66664

1�   0 0 : : : 0

" 1� "�   0 : : : 0

0 " 1� "�   : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775: (14.7)

Â ýòîé ìîäåëè, ïðèíàäëåæàùåé ê êëàññó öåïî÷åê ñâÿçàííûõ îòî-

áðàæåíèé, õàîòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò öåïî÷êó, â êîòîðîé

âçàèìîäåéñòâóþò áëèæàéøèå ñîñåäè. Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå,

êîãäà ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèíèìàåò âèä

�(K) = 1� "�  + 2
p
" cosK; �� < K < �:

Ïðè " 6=  ýòîò ñïåêòð èìååò ùåëü ïðè K = 0:

�(K ! 0) = 1� (
p
"�

p
)2 < 1:

Ýòà ùåëü äåëàåò âîçìîæíîé ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ â öåïî÷êå òî÷íî

òàê æå, êàê ïðè îïèñàííîé âûøå îäíîñòîðîííåé ñâÿçè. Ïðè ÷èñòî

äèôôóçèîííîé ñèììåòðè÷íîé ñâÿçè " =  ùåëü èñ÷åçàåò: â äëèííîé

öåïî÷êå õàîòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü íå ïðèâîäèò ê

ñèíõðîíèçàöèè, òàê êàê äëèííîâîëíîâûå ìîäû ñ ìàëûìè K âñåãäà

íåóñòîé÷èâû.

14.1.3 Ãëîáàëüíàÿ ñâÿçü (÷åðåç ñðåäíåå ïîëå)

Ïðè ãëîáàëüíîé ñâÿçè êàæäûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè

äðóãèìè, ïðè÷åì ñèëà ñâÿçè íå çàâèñèò îò ¾ðàññòîÿíèÿ¿ ìåæäó íèìè
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(ñì. ðàçäåë 4.3, ãëàâó 12 è ðèñ. 4.24). Â òèïè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà-

÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ N èäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé (13.1),

âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü òèïà

(13.3). Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñâÿçåé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðàâíî N � 1,

óäîáíî îòíîðìèðîâàòü êîíñòàíòó ñâÿçè íà N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

óðàâíåíèÿ

x
k
(t+ 1) = (1� ")f(x

k
(t)) +

"

N

NX
j=1

f(x
j
(t)); k = 1; : : : ; N: (14.8)

Ñèñòåìó (14.8) íàçûâàþò ñèñòåìîé ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæå-

íèé. Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è êàê ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâèåì

÷åðåç ñðåäíåå ïîëå, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè åñòü

ñðåäíåå ïî âñåì ýëåìåíòàì àíñàìáëÿ.

Ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ L̂ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

L̂ = (1� ")Î +
"

N
Ĵ;

ãäå Î � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà Ĵ ñîñòîèò èç îäíèõ åäèíèö. Â

ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èäåíòè÷íû

x1 = x2 = � � � = x
N
è ýâîëþöèîíèðóþò ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ (13.1)

� ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (14.8).

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñâÿçè L̂ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ: îäíî

èç íèõ ðàâíî 1, à îñòàëüíûå N � 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû

1 � ". Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûòåêàåò óñëîâèå

ñèíõðîíèçàöèè

�+ ln j1� "j < 0;

ãäå � � ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ëîêàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó

óñòîé÷èâîñòü âñåõ íåîäíîðîäíûõ ìîä îäèíàêîâà (âòîðîå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû ñâÿçè (N�1)-êðàòíî âûðîæäåíî), ïðè íåóñòîé÷è-

âîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïî ëèíåéíîé òåîðèè, âñå ìîäû ðàñòóò

è ñîñòîÿíèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé ñòàíîâÿòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíàêî ïðè

÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè (14.8) íàáëþäàþòñÿ áîëåå óïîðÿäî÷åííûå

ðåæèìû. Ïîñëå ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ ïðîèñõîäèò êëàñòåðèçàöèÿ:

îáðàçóþòñÿ áîëüøèå ãðóïïû ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â èäåíòè÷íîì

ñîñòîÿíèè. Ýòî ÿâëåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 14.2. ×èñëî êëàñòå-

ðîâ è ðàñïðåäåëåíèå ïîäñèñòåì ïî êëàñòåðàì çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Ïðè áîëüøèõ N íàáëþäàþòñÿ êàê ðåæèìû ñ íåáîëüøèì

÷èñëîì êëàñòåðîâ, òàê è òàêèå, â êîòîðûõ ÷èñëî êëàñòåðîâ ïîðÿäêà

N .
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Êëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëàáóþ ñèíõðî-

íèçàöèþ, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè ñâÿçü äîñòàòî÷íî ñèëüíà, ÷òîáû

ñäåëàòü îäèíàêîâûìè ÷àñòü ñèñòåì, íî íåäîñòàòî÷íà äëÿ ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äâóõ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé (ñì.

îáñóæäåíèå ðèäëèíãà â ðàçäåëå 13.4), êëàñòåðíûå àòòðàêòîðû ìîãóò

èìåòü ¾äûðÿâûå¿ (riddled) îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è ïîýòîìó î÷åíü ÷óâ-

ñòâèòåëüíû ê ìàëîìó øóìó. Êëàñòåðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è âñëåä-

ñòâèå êîíå÷íîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êàê è â ñëó÷àå

÷èñëåííîé ëîâóøêè äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ñèñòåì, ñì. ðàçäåë 13.3):

åñëè ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñèñòåì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàþò

â ïðåäåëàõ ìàøèííîé òî÷íîñòè, òî âñå ïîñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ ýòèõ

ñèñòåì áóäóò èäåíòè÷íû, äàæå åñëè ñèíõðîííûé ðåæèì íåóñòîé÷èâ.

14.2 Ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Èññëåäîâàíèå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåí ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ îòîáðàæåíèé. Ïðîñòåéøàÿ

ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

ÊàæäàÿM -ìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè

0 200 400 600 800
0.0

0.5

1.0

×ÒÅÍÑ

x k

Ðèñ. 14.2. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 1000 ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ëîãè-

ñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé x ! 4x(1 � x) ñ ïîñòîÿííîé ñâÿçè " = 0:28.

Ñèñòåìû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûå â èíòåðâàëå (0:1; 0:9). Çíà÷åíèÿ xk (ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè)

âûâîäÿòñÿ íà êàæäîé 50-é èòåðàöèè. Ïîñëå ïðèìåðíî 750 èòåðàöèé

îáðàçóåòñÿ äâóõêëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå.
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îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

dx
k

dt
= f

k
(x1; : : : ; xM ; t); k = 1; : : : ;M: (14.9)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü íåàâòîíîìíûìè, ò.å. ñëó÷àé âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé òàêæå âêëþ÷åí â ðàññìîòðåíèå.

×òîáû ââåñòè äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü â ïàðó èäåíòè÷íûõ ñèñòåì,1

åñòåñòâåííî äîáàâèòü ëèíåéíûå ñèììåòðè÷íûå ñëàãàåìûå â ïðàâûå

÷àñòè óðàâíåíèé (ñð. ñ îáñóæäåíèåì äèññèïàòèâíîé ñâÿçè â ðàçäå-

ëå 8.2)

dx
k

dt
= f

k
(x1; : : : ; xM ; t) + "

k
(y
k
� x

k
); (14.10)

dy
k

dt
= f

k
(y1; : : : ; yM ; t) + "

k
(x
k
� y

k
): (14.11)

Ïðè òàêîé ñâÿçè âñåãäà åñòü ñèíõðîííîå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå x
k
(t) =

y
k
(t) = U

k
(t), îñòàåòñÿ òîëüêî èññëåäîâàòü åãî óñòîé÷èâîñòü.

Äëÿ îòêëîíåíèé v
k

= y
k
(t) � x

k
(t) ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííûå

óðàâíåíèÿ

dv
k

dt
= J

kj
v
j
� 2"

k
v
k
; (14.12)

ãäå J
kj

= @f
k
(U(t))=@x

j
� ìàòðèöà ßêîáè, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøèõ t ðåøåíèÿ ýòîé

ëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü

ñèñòåìû (14.12) ðàâíà M , ñóùåñòâóþò M ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëåé (àíàëîãè÷íî ñóùåñòâîâàíèþ M îáû÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëåé â M -ìåðíîé òî÷å÷íîé ñèñòåìå (14.9)), è íàèáîëüøèé èç

íèõ îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê íåîäíîðîäíûì âîçìó-

ùåíèÿì. Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè (14.12) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ñâÿ-

çè "
k
, ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? òàêæå çàâèñèò îò

ýòèõ ïàðàìåòðîâ, è îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

�?("k) < 0:

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âñå ïàðàìåòðû ñâÿçè ðàâíû "1 = � � � = "
M

= ".

Òîãäà, ïîäñòàâèâ v
k
= e

�2"t~v
k
, ìîæíî ñâåñòè (14.12) ê âèäó

d~v
k

dt
= J

kj
~v
j
; (14.13)

1 Èäåíòè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî è ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðåìå-

íè îäèíàêîâà, ò.å. âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìû, òàêæå èäåí-

òè÷íû.
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ò.å. ê óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé

îäíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû; ðîñò ýòèõ âîçìóùåíèé çàäàåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì �max. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå

ñèíõðîíèçàöèè ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

2" > �max:

Â ãëàâå 10 ìû îïèñàëè äðóãîé òèï ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì � ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ. Â íåêîòîðîì

ñìûñëå, ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � áîëåå îáùåå ÿâëåíèå, òàê êàê åå

ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ ëþáûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, íåçàâèñèìî îò

òîãî, ìîæíî ëè äëÿ íèõ ââåñòè ôàçû è ÷àñòîòû; åå ìîæíî íàáëþ-

äàòü êàê â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ, òàê è â íàõîäÿùèõñÿ ïîä âíåøíèì

âîçäåéñòâèåì, à òàêæå â ñèñòåìàõ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (îòîáðà-

æåíèÿõ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ òðåáóåò ñèëüíîé

ñâÿçè è èäåíòè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì, â òî âðåìÿ êàê

ôàçîâàÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñâÿçè, à òàêæå â

íåèäåíòè÷íûõ ñèñòåìàõ.

14.3 Ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû

Õàîòè÷åñêèå ðåæèìû â ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ïðè

êîòîðûõ êîððåëÿöèè óáûâàþò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ÷àñòî

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûì õàîñîì.

Ê ïîïóëÿðíûì ìîäåëÿì, äåìîíñòðèðóþùèì ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîé õàîñ, îòíîñÿòñÿ öåïî÷êè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé, óðàâ-

íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è öåïî÷êè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

(ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì). Ïîäðîáíûé àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé ñîäåð-

æèòñÿ â êíèãàõ [Kaneko 1993; Bohr et al. 1998] è îáçîðíûõ ñòàòüÿõ

[Chat�e and Manneville 1992; Cross and Hohenberg 1993].

Ðàçëè÷àþò äâà òèïà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîãî õàîñà. Â îäíîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïîëíîé èäåíòè÷íîñòè

õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì â

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå,

õàîòè÷åñêèå ïî âðåìåíè äâèæåíèÿ. Â äðóãîì ñëó÷àå äâèæåíèÿ õàî-

òè÷íû êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå, íî îíè îáëàäàþò îïðåäå-

ëåííîé ñèììåòðèåé. Íàïðèìåð, äâóìåðíîå ïîëå u(x; y; t) ìîæåò áûòü

îäíîðîäíûì ïî y è â òî æå âðåìÿ äåìîíñòðèðîâàòü îäíîìåðíûé

ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ïî x. Íèæå ìû îáñóäèì ýòè äâà

òèïà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà.
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14.3.1 Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé õàîñ

Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà ìîæíî ïîñòðîèòü, âçÿâ

çà îñíîâó êîíå÷íîìåðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó è ñîñòàâèâ äèñ-

êðåòíóþ èëè íåïðåðûâíóþ ñðåäó èç ýòèõ ýëåìåíòîâ. Òàêîé ïîäõîä

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ïîñòðîåíèÿ

ñðåäû èç êîëåáàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. (11.14)). Êðîìå öåïî÷êè ñâÿ-

çàííûõ îòîáðàæåíèé (14.7), ê ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò äâå äðóãèå

ïîïóëÿðíûå ìîäåëè: öåïî÷êà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ è óðàâíåíèÿ

ðåàêöèè�äèôôóçèè. Öåïî÷êó ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæíî çàïè-

ñàòü àíàëîãè÷íî äâóì âçàèìîäåéñòâóþùèì îñöèëëÿòîðàì (óðàâíå-

íèÿ (14.10) è (14.11)) â âèäå

dx
k

dt
= f (x

k
) +

X
fjg

"(x
j
� x

k
);

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñîñåäÿì ýëåìåíòà k. Óðàâíåíèÿ

ðåàêöèè�äèôôóçèè îïèñûâàþò íåïðåðûâíîå â ïðîñòðàíñòâå ïîëå

u(r; t) = (u1; : : : ; uM ) ïóòåì îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé (14.9)

@u
k

@t
= f

k
(u) +D

k
r2
u
k
; k = 1; : : : ;M: (14.14)

Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè

õèìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [Kuramoto 1984; Kapral and Showalter

1995], ïðè ýòîì ïåðåìåííûå u
k
õàðàêòåðèçóþò êîíöåíòðàöèè ó÷à-

ñòâóþùèõ â ðåàêöèè ðåàãåíòîâ; èõ ýâîëþöèÿ åñòü êîìáèíàöèÿ õè-

ìè÷åñêîé ðåàêöèè ñ äèôôóçèåé.

Ñèíõðîííîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé åñòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-

ðîäíîå õàîòè÷åñêîå ïî âðåìåíè ïîëå U(t), ýâîëþöèÿ êîòîðîãî çàäàåò-

ñÿ óðàâíåíèÿìè (14.9). Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îíî äîïóñêàåòñÿ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ò.å., åñëè ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó îòñóòñòâó-

åò, ru
k
jB = 0 (ýòè óñëîâèÿ åñòåñòâåííû äëÿ õèìè÷åñêèõ ñèñòåì).

Â êîíòåêñòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ñèíõðîííûé ðåæèì îïèñûâàåò

ïðîñòðàíñòâåííî�îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåàãåíòîâ. Â ðàñïðåäå-

ëåííîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîïåðå÷íûõ ìîä (ïîïåðå÷íûõ

íå â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâåííîé îðòîãîíàëüíîñòè, à â ñìûñëå íàðóøå-

íèÿ îäíîðîäíîñòè), è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê îòðèöàòåëüíîñòü âñåõ ïîïåðå÷íûõ ëÿïó-

íîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

Äëÿ ñèñòåìû (14.14) ýòè ìîäû åñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü
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v
(l)

k
(r) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ëàïëàñèàíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ �:

D
k
r2
v
(l)

k
= ��(l)v(l)

k
:

Òîãäà óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèþ v
(l) îïðåäåëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ñèñòåìîé

dv
(l)

k

dt
= J

kj
v
(l)
j
� �v

(l)

k
; (14.15)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (14.12). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ïðîñòðàí-

ñòâåííî íåîäíîðîäíîé ìîäå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (14.15) îò-

âå÷àåò ñïåêòð ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé; äëÿ óñòîé÷è-

âîñòè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî õàîñà âñå îíè äîëæíû áûòü îò-

ðèöàòåëüíû. Ïîñêîëüêó ñâÿçü â (14.14) ñèììåòðè÷íà (ïðèñóòñòâóåò

òîëüêî äèôôóçèÿ), êîíâåêòèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, îáñóæäàâøàÿñÿ â

ðàçäåëå 14.1.1, íå íàáëþäàåòñÿ. Â îáëàñòè ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì L

ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîðÿäêà

L
�2. Ïîýòîìó â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L!1 ñïåêòð îïåðàòî-

ðà äèôôóçèè íå èìååò ùåëè: äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò

ìåäëåííî. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ýòîì ïðåäåëå íåâîçìîæíà; òîëüêî

â ìàëûõ ñèñòåìàõ âñå ïîïåðå÷íûå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè îòðè-

öàòåëüíû. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, â áîëüøîé ñèñòåìå âñåãäà

âîçìîæíû äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿ-

ìè, áëèçêèìè ê ìàêñèìàëüíîìó ïîêàçàòåëþ õàîòè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâåííî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ýòè ìîäû íåóñòîé÷èâû.

Çäåñü ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå. Âûøå ìû âåçäå ïðåäïîëàãà-

ëè ¾íîðìàëüíûé¿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ, ò.å. ðåæèì ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû

è ¾àíîìàëüíîãî¿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà, ãäå ïîêàçàòåëè

Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëüíû [Crutchfield and Kaneko 1988; Politi et al.

1993; Bonaccini and Politi 1997]. Ýòîò ¾óñòîé÷èâûé¿ õàîñ íåóñòîé÷èâ

ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì êîíå÷íîé àìïëèòóäû, íå îïèñûâàå-

ìûì ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè [Torcini et al. 1995]. Â ýòîé

ñèòóàöèè íàøè àðãóìåíòû, îñíîâàííûå íà ëèíåéíîì àíàëèçå óñòîé-

÷èâîñòè, íåïðèìåíèìû.

14.3.2 Ïîïåðå÷íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà

Ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíûì ïî

íåêîòîðûì íàïðàâëåíèÿì â ïðîñòðàíñòâå, íî îäíîðîäíûì � ñèí-
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õðîííûì � ïî äðóãèì. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè ïîëó÷à-

åòñÿ, åñëè äâå ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû ñ òóðáóëåíòíîé äèíàìèêîé

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì äèññèïàòèâíîé ñâÿçüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ðàññìîòðèì äâà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿ Êóðàìîòî-Ñèâàøèíñêîãî

@u1

@t
+
@
2
u1

@x2
+
@
4
u1

@x4
+ u1

@u1

@x
= "(u2 � u1);

@u2

@t
+
@
2
u2

@x2
+
@
4
u2

@x4
+ u2

@u2

@x
= "(u1 � u2):

(14.16)

Óðàâíåíèå Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî äåìîíñòðèðóåò ïðîñòðàíñòâåí-

íî�âðåìåííîé õàîñ, åñëè ðàçìåð îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ñì.,

íàïðèìåð, [Hyman et al. 1986; Bohr et al. 1998]). Äèññèïàòèâíàÿ ñâÿçü

ïðîïîðöèîíàëüíà ", îíà ñòðåìèòñÿ óðàâíÿòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì âî

âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìû ìîæåì èññëå-

äîâàòü ýòó ìîäåëü òî÷íî òàê æå, êàê ñèñòåìó ñâÿçàííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (14.10) è (14.11): ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè îïðåäå-

ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîãî õàîñà:

2"c = �max:

Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿõ Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî

ïîêàçàíà íà ðèñ. 14.3.

Èíòåðåñíîå ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ âáëèçè ïåðåõîäà ê ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 13, òàêîé ïåðåõîä â ñî-

ñðåäîòî÷åííîé ñèñòåìå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíîé ìîäóëÿöèîííîé ïå-

ðåìåæàåìîñòüþ, âûçâàííîé ôëóêòóàöèÿìè ëîêàëüíîãî ïîêàçàòå-

ëÿ ðîñòà. Â ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå (òèïà óðàâíåíèÿ Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî) ïîêàçàòåëü ðîñòà ôëóêòóèðóåò â ïðîñòðàíñòâå è âî

âðåìåíè. Ïîýòîìó íàáëþäàåòñÿ ïåðåìåæàþùèéñÿ ïðîöåññ, â êîòîðîì

àñèíõðîííûå âñïëåñêè ïîÿâëÿþòñÿ, äðåéôóþò è èñ÷åçàþò, ïðè÷åì

âåñüìà íåðåãóëÿðíî [Kurths and Pikovsky 1995].

Ïîïåðå÷íî ñèíõðîíèçîâàííûé ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ

âîçíèêàåò íå òîëüêî â èñêóññòâåííûõ ìîäåëÿõ òèïà (14.16), íî è

â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ (ïî ïðîñòðàíñòâó) óðàâíåíèÿõ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïåðàòîð äèôôóçèè

áûë àíèçîòðîïåí ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó ðåàêöèè�äèôôóçèè (14.14) â ïðÿìî-

óãîëüíèêå 0 < x < L
x
, 0 < y < L

y
â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð äèôôóçèè

èìååò âèä

D
x

@

@x2
+D

y

@

@y2
:
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Ñîáñòâåííûå ìîäû u / cos(�n
x
x=L

x
) cos(�n

y
y=L

y
) ñîîòâåòñòâóþò

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

� = �
2(D

x
n
2
x
L
�2
x

+D
y
n
2
y
L
�2
y
); n

x;y
= 0; 1; 2; : : : :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D
x
L
�2
x
� D

y
L
�2
y
, ò.å. ðàçìåð ñèñòåìû L

x
â íàïðà-

âëåíèè x ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà L
y
ïî y. Òîãäà îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå

ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ êî ìíîãèì ìîäàì, çàâèñÿùèì

îò x, â òî âðåìÿ êàê îäíîðîäíîñòü ïî y ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ïî êîîðäèíàòå x, ïîë-

íîñòüþ ñèíõðîíèçîâàííûé â íàïðàâëåíèè y.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ðàññìîòðèì äâóìåðíîå àíèçî-

òðîïíîå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó (ñð. ñ (11.15))

u1

0 50 100 150
0

100

200

300

400

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

×Ò
ÅÍ

Ñ

u2

0 50 100 150
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

|u2 -u1|

0 50 100 150
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

Ðèñ. 14.3. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿõ Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî (14.16). Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïîëåé u1;2 è ju1 � u2j

ïîêàçàíà ãðàäàöèÿìè ñåðîãî öâåòà. Â èíòåðâàëå 0 < t < 200 ñâÿçü

îòñóòñòâóåò " = 0 è ïîëÿ íåçàâèñèìû. Ïðè t = 200 âêëþ÷àåòñÿ ñâÿçü

" = 0:1 > "c, ïðèâîäÿùàÿ ê ñèíõðîííîìó ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîìó

õàîñó u1(x; t) = u2(x; t).
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@a(x; y; t)

@t
= a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)

@
2
a

@x2
+ d1

@
2
a

@y2
:(14.17)

×èñòî äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü â íàïðàâëåíèè y ìîæåò ïîäàâèòü ïîïå-

ðå÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü, è íàáëþäàåìûé ðåæèì áóäåò îäíîðîäåí ïî y

(ðèñ. 14.4b). Åñëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè d1 ìàë, òî ïîëå ìåíÿåòñÿ

íåðåãóëÿðíî ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì (ðèñ. 14.4a).

14.3.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ êëåòî÷íûõ
àâòîìàòàõ

Êëåòî÷íûå àâòîìàòû (ñì. [Gutowitz 1990] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûë-

êè) äåìîíñòðèðóþò íå òàêîé ñèëüíûé õàîñ, êàê öåïî÷êè ñâÿçàííûõ

îòîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ äèñêðåòíû íå

òîëüêî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, íî è ñàìî ïîëå ïðèíèìàåò òîëüêî

äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ (îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîìàòû ñ äâóìÿ

ñîñòîÿíèÿìè ¾0¿ è ¾1¿). Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ êëåòî÷íûõ àâòî-

ìàòàõ íàáëþäàåòñÿ íåðåãóëÿðíàÿ äèíàìèêà (ýòî âîçìîæíî òîëüêî â

áåñêîíå÷íûõ öåïî÷êàõ). Äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü â êëåòî÷íûõ àâòîìà-

òàõ ââåñòè íå òàê ïðîñòî, êàê â îòîáðàæåíèÿõ, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ

ìåæäó ¾0¿ è ¾1¿ íå ñóùåñòâóþò. Ïîýòîìó èñïîëüçóþò ñòàòèñòè÷å-

ñêîå âçàèìîäåéñòâèå: ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

(âûáðàííûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p) ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè, à â îñòàëü-

íûõ òî÷êàõ íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. Âåðîÿòíîñòü p èãðàåò ðîëü ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè: ïðè p = 1 ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íàñòóïàåò óæå íà

ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè, à ïðè p = 0 íå íàñòóïàåò íèêîãäà. Ïîëíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè âåðîÿòíîñòü ñâÿçè p ïðåâûøàåò

(b)

x

y

(a)

Ðèñ. 14.4. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ðå-
øåíèÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (14.17) a(x; y; t). Ðè-

ñóíêè (a) è (b) îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè d1: â

àñèíõðîííîì ðåæèìå (a) d1 = 0:5, à â ñèíõðîííîì (â íàïðàâëåíèè y)

ñîñòîÿíèè (b) d1 = 2. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû c1 = �1 è c3 = 1:5 â îáîèõ

ñëó÷àÿõ îäèíàêîâû.
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êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå pc. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè òàêîé æå, êàê

ïðè íàïðàâëåííîé ïåðêîëÿöèè (ñì., íàïðèìåð, [Grassberger 1995] è

ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè): îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé ñîñòîÿ-

íèÿ äâóõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ðàçëè÷íû,2 íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè

îáðàçóåò áåñêîíå÷íûé ôðàêòàë; â ñèíõðîííîì ðåæèìå îíà êîíå÷íà,

à â àñèíõðîííîì áåñêîíå÷íà è èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü.

14.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ êàê ñèììåòðè÷íîå
ñîñòîÿíèå îáùåãî âèäà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñèíõðîíèçàöèþ êàê ðåçóëüòàò âçà-

èìîäåéñòâèÿ äâóõ èäåíòè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Â áîëåå îáùåì

êîíòåêñòå ñèíõðîííûé ðåæèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê ñèì-

ìåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå è èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òàêîå ñîñòî-

ÿíèå âîçìîæíî è êîãäà îíî óñòîé÷èâî. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî ìû íå ìîæåì ðàçäåëèòü ñèñòåìó íà îòäåëüíûå ÷àñòè, íî ¾ñèí-

õðîíèçàöèÿ¿ � â òîì èëè èíîì ñìûñëå � âñå æå áóäåò íàáëþäàòüñÿ.

Ïóñòü äâà íàáîðà ïåðåìåííûõ

x1; : : : ; xM è y1; : : : ; yM

îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé

dx
k

dt
= F

x

k
(x; y; t);

dy
k

dt
= F

y

k
(x; y; t); (14.18)

ïðè åäèíñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè ñèììåòðè÷íîãî

õàîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x
k
(t) = y

k
(t) = U

k
(t) ïðè âñåõ k. Îòìåòèì, ÷òî

ìû íå ñ÷èòàåì ñàìó ñèñòåìó ñèììåòðè÷íîé (ñì., íàïðèìåð, ñëó÷àé

îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè â ðàçäåëå 14.1.1, ãäå ñâÿçü àñèììåòðè÷íà,

íî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå) è íå òðåáóåì,

÷òîáû äèàãîíàëü x
k
= y

k
áûëà èíâàðèàíòíîé. Ñèììåòðè÷íîå ñî-

ñòîÿíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèíõðîííîå, è äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ åãî óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì

íóæíî ëèíåàðèçîâàòü (14.18). Íåêîòîðûå âîçìóùåíèÿ íå íàðóøàþò

ñèììåòðèþ, à àñèììåòðè÷íûå â îáùåì ñëó÷àå ðàñòóò (óáûâàþò)

ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïåðå÷íûìè ëÿïóíîâñêèìè

ïîêàçàòåëÿìè. Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü

ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ; â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ îíî ìîæåò

áûòü ïðèòÿãèâàþùèì èëè îòòàëêèâàþùèì.

2 Â òåîðèè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ýòó îáëàñòü íàçûâàþò êëàñòåðîì.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà íåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû ðàññìî-

òðèì ïîïóëÿðíóþ ìîäåëü äâóõ ñâÿçàííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé

x(t+ 1) = f(x(t)) + "1(y(t)� x(t));

y(t+ 1) = f(y(t)) + "2(x(t) � y(t)):

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ ñâÿçü âûãëÿäèò ëèíåéíîé, îíà íà ñàìîì äåëå

áîëåå ñëîæíàÿ è íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè. Óñòîé-

÷èâîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðåæèìà x = y = U ïî îòíîøåíèþ ê ïðî-

ñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ

v = x� y

v(t+ 1) = v(t)[f 0(U(t)) � "1 � "2]:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

�? = hln jf 0(U(t)) � "1 � "2ji:

Åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ "1;2 ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé; âàæ-

íî îïðåäåëèòü îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ �?, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåé-

íî óñòîé÷èâûì ñèììåòðè÷íûì ðåæèìàì. Ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ

ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé óäàåòñÿ íàïèñàòü òîëüêî äëÿ

ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé òèïà êîñîé òåíò (13.5) (ñð. ñ (13.30)):

�? = a ln

����1a � "1 � "2

����+ (1� a) ln

���� 1

a� 1
� "1 � "2

���� :
Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ïîïåðå÷íûå ïîêàçàòåëè íå ñâÿçàíû

íåïîñðåäñòâåííî ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñèììåòðè÷íîãî õà-

îñà.

14.4.1 Êîïèðîâàííûå ñèñòåìû

Îñîáûé ñëó÷àé ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ

áûë ðàññìîòðåí Ïåêîðîé è Êýððîëëîì [Pecora and Carroll 1990].

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (14.9); ñäåëàåì êîïèþ (replica) îäíîãî (èëè íåñêîëüêèõ) èç ýòèõ

óðàâíåíèé. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèøåì ýòî äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû òðå-

òüåãî ïîðÿäêà

_x = f
x
(x; y; z);

_y = f
y
(x; y; z);

_z = f
z
(x; y; z); _z0 = f

z
(x; y; z0):
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Çäåñü ìû ñêîïèðîâàëè óðàâíåíèå äëÿ z, ñ òîé æå ñàìîé ïðàâîé

÷àñòüþ f
z
, íî äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé z

0. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ñó-

ùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå x = x
0(t); y = y

0(t); z = z
0 = z

0(t).

Äëÿ ïðîâåðêè åãî óñòîé÷èâîñòè çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ìàëîãî âîç-

ìóùåíèÿ v = z � z
0:

_v = f
0
z
(x0(t); y0(t); z0(t))v:

Ýòî âîçìóùåíèå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî,

v / exp(�?t);

è ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü (èíîãäà åãî íàçûâàþò óñëîâíûì ïîêàçàòå-

ëåì) �? ðàâåí

�? = hf 0
z
i:

Åñëè ýòîò ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí, òî ñèíõðîííûé ðåæèì ñ z = z
0

ëèíåéíî óñòîé÷èâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü åñòü îäèí

èç ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ â ïîëíîé ÷å-

òûðåõìåðíîé ñèñòåìå (x; y; z; z0) (ïîñêîëüêó íàðóøàþùåå ñèììåòðèþ

âîçìóùåíèå v íå çàâèñèò îò äðóãèõ âîçìóùåíèé). Îäíàêî îí íå èìååò

íè÷åãî îáùåãî ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè èñõîäíîé òðåõìåðíîé

ñèñòåìû (x; y; z) (ïîñêîëüêó â èñõîäíîé ñèñòåìå âîçìóùåíèå ïåðåìåí-

íîé z çàâèñèò îò âîçìóùåíèé ïåðåìåííûõ x è y).

Èäåÿ ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåìû è êîïèè íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåò-

ñÿ íà M -ìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñîçäàåòñÿ êîïèÿ

m < M óðàâíåíèé. Êîïèðîâàííûå ïåðåìåííûå íàçûâàþò âûíóæäà-

åìîé, èëè ïîä÷èíåííîé ïîäñèñòåìîé, à èñõîäíûå � âûíóæäàþùåé,

èëè óïðàâëÿþùåé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ñèíõðîíèçàöèè íåò ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè: ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñâÿçü âñåãäà ñèëüíàÿ, íî ÷à-

ñòè÷íàÿ � ñâÿçàíû òîëüêî m ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ñèíõðîíèçàöèåé

íåëüçÿ óïðàâëÿòü, ìîæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ïîëó÷àåòñÿ ëè ïîëíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ äëÿ âûáðàííûõ êîïèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ. Â íåêî-

òîðîì ñìûñëå, ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû è êîïèè îòðàæàåò ñâîéñòâî

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì èìåòü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå íàïðàâëåíèÿ

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå; èíîãäà óñòîé÷èâîñòü ìîæíî àññîöèèðîâàòü

ñ îïðåäåëåííûìè ïåðåìåííûìè èëè ãðóïïàìè ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 14.5 ïîêàçàíà ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû

è êîïèè â ìîäåëè Ëîðåíöà (10.4); êîïèðîâàíû ïåðåìåííûå y è z.

Ðàçíîñòè jy0 � yj è jz0 � zj óáûâàþò, è â êîíöå êîíöîâ â ïîëíîé

ïÿòèìåðíîé ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèé ðåæèì. Pecora

and Carroll [1990] îáíàðóæèëè, ÷òî ïðè êîïèðîâàíèè ïåðåìåííîé z

ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí è ñèíõðîíèçàöèè

íå íàáëþäàåòñÿ.
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14.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ñâÿçü îáùåãî âèäà äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáî-

òàõ [de Sousa Vieira et al. 1992; Heagy et al. 1994b; Gade 1996; G�u�emez

and Mat��as 1996; Lorenzo et al. 1996; Pecora and Carroll 1998; Femat

and Solis-Perales 1999; Pasemann 1999]. ×àñòíîìó ñëó÷àþ ãëîáàëüíîé

ñâÿçè ïîñâÿùåíû ñòàòüè [Kaneko 1990, 1991, 1997, 1998; Crisanti et al.

1996; Hasler et al. 1998; Zanette and Mikhailov 1998a,b; Balmforth

et al. 1999; Glendinning 1999; Mendes 1999; Maistrenko et al. 2000].

Wang et al. [2000a] ïðîâåëè ýêñïåðèìåíòû ñ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûìè

ýëåêòðîõèìè÷åñêèìè îñöèëëÿòîðàìè. Gade [1996] è Manrubia and

Mikhailov [1999] ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíóþ ñâÿçü ìåæäó õàîòè÷åñêè-

ìè ñèñòåìàìè. Dolnik and Epstein [1996] èññëåäîâàëè ñèíõðîíèçàöèþ

äâóõ ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [Pikovsky

1984a; Yamada and Fujisaka 1984]. ×àñòè÷íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷-

êå ëàçåðîâ èññëåäîâàëàñü òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå

[Terry et al. 1999], ñì. òàêæå [Vieira 1999].

Ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ñèñòåì ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì õà-

îñîì îáñóæäàëàñü â ñòàòüÿõ [Pikovsky and Kurths 1994; Kurths and

0 1 2 3 4 5
×ÒÅÍÑ

10
−4

10
−2

10
0

10
2

|y
’−

y|
, |

z’
−

z|

−50

0

50

100

y,
 z

(a)

(b)

Ðèñ. 14.5. Ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû è êîïèè â ìîäåëè Ëîðåíöà. (a) Ýâî-

ëþöèÿ ïåðåìåííûõ z è z0 (âåðõíÿÿ êðèâàÿ) è y è y0 (íèæíÿÿ êðèâàÿ);

êîïèðîâàííûå ïåðåìåííûå ïîêàçàíû ïóíêòèðîì. (b) Ðàçíîñòè jy � y
0j

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è jz � z
0j (ïóíêòèð) óáûâàþò âî âðåìåíè.
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Pikovsky 1995; Parekh et al. 1996; Sauer and Kaiser 1996; Hu et al.

1997; Kocarev et al. 1997; Jiang and Parmananda 1998; Boccaletti et al.

1999; Grassberger 1999]. Ñèíõðîíèçàöèÿ â êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü â [Morelli and Zanette 1998; Urias et al. 1998; Bagnoli

et al. 1999; Bagnoli and Rechtman 1999; Grassberger 1999].

Ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåèû è êîïèè îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [Pecora

and Carroll 1990, 1998; Carroll and Pecora 1993a,b, 1998; Gupte and

Amritkar 1993; Heagy and Carroll 1994; Tresser et al. 1995; Gonz�alez-

Miranda 1996a,b; Konnur 1996; Balmforth et al. 1997; Boccaletti et al.

1997; de Sousa Vieira and Lichtenberg 1997; Duane 1997; G�u�emez et al.

1997; Kim 1997; Pecora et al. 1997b,c; Zonghua and Shigang 1997a,b;

Carroll and Johnson 1998; Johnson et al. 1998; He and Vaidya 1999;

Mainieri and Rehacek 1999; Matsumoto and Nishi 1999; Morg�ul 1999;

Voss 2000]. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîé ñèíõðîíèçàöèè èñ-

ñëåäîâàëàñü He and Vaidya [1992] ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ýôôåêòà â ëàçåðàõ

îïèñàíà â [Sugawara et al. 1994]. Íåêîòîðûå àñïåêòû ñèíõðîíèçàöèè

êîïèðîâàííûõ ñèñòåì îáñóæäàëèñü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ïåðåäà÷è

èíôîðìàöèè [Cuomo and Oppenheim 1993; Cuomo et al. 1993a,b;

Gonzalez-Miranda 1999; Morg�ul and Feki 1999].



Ãëàâà 15

Ñèíõðîíèçàöèÿ ñëîæíîé
äèíàìèêè âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ âíåøíèìè ñèëàìè; îáñó-

æäàåìûå çäåñü ýôôåêòû îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ â ãëàâàõ 7 è

10. Ñîäåðæàíèå ãëàâû äîâîëüíî íåîäíîðîäíî: ìû îáñóäèì ñèñòåìû

è ñèëû ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì

óñòàíîâèòü îáùåå äëÿ âñåõ ñèòóàöèé ñâîéñòâî: ñèíõðîíèçàöèÿ íà-

áëþäàåòñÿ, åñëè ñîáñòâåííàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ïîäàâëÿåòñÿ è îíà

ïîëíîñòüþ ïîä÷èíÿåòñÿ âíåøíåé ñèëå. Äðóãèìè ñëîâàìè, äâèæåíèÿ

â ñèñòåìå ñèíõðîíèçóþòñÿ, åñëè îíè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ê âíó-

òðåííèì âîçìóùåíèÿì. Êîëè÷åñòâåííî ýòî èçìåðÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà: îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðèâîäèò ê

ñèíõðîíèçàöèè (îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ïîïåðå÷íîì èëè óñëîâ-

íîì ïîêàçàòåëå Ëÿïóíîâà, à î ¾êàíîíè÷åñêîì¿ ïîêàçàòåëå Ëÿïóíîâà

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû). Ýòî îáùåå ïðàâèëî íå çàâèñèò îò òèïà ñèëû

è îò âèäà ñèñòåìû, òåì íå ìåíåå ðÿä ñâîéñòâ ñèíõðîíèçàöèè çàâèñèò

îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ðàçäå-

ëàõ ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïåðèîäè÷åñêîé, øóìîâîé è õàîòè÷åñêîé

ñèëû ïî îòäåëüíîñòè. Ïîêà æå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çàõâàò ôàçû

ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ãëàâà 7) òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ñòàáèëèçàöèþ äèíàìèêè âíåøíåé ñèëîé: àñèíõðîííîå äâèæåíèå

(â îòñóòñòâèå ñèëû èëè âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè) èìååò íóëåâîé

ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, â òî âðåìÿ êàê â ñèíõðîííîì
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ðåæèìå îí îòðèöàòåëåí.1

Äðóãîé âàæíûé ïîäõîä, íà êîòîðîì ìû îñòàíîâèìñÿ â ýòîé ãëà-

âå, ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì âûíó-

æäàþùåãî ñèãíàëà. Â îòëè÷èå îò ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì, ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòü ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ êî-

ëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê íå èìååò. Áîëåå òîãî, î ÷óâñòâèòåëü-

íîñòè ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ñëó÷àå âîçäåéñòâèé, äëÿ êîòîðûõ

âîçìîæíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Îíè ñóùåñòâóþò äëÿ õàîòè÷åñêèõ è

êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñèëà çà-

äàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äèíàìèêîé; äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

òàêèõ âîçìóùåíèé íåò. Ìû óâèäèì, ÷òî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå (â

îïèñàííîì âûøå ñìûñëå) ìîæåò áûòü ÷óâñòâèòåëüíî èëè íå÷óâñòâè-

òåëüíî ê âíåøíåé ñèëå, ýòèì äâóì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò ãëàäêàÿ

è íåãëàäêàÿ (ôðàêòàëüíàÿ) çàâèñèìîñòè âûíóæäåííûõ ïåðåìåííûõ

îò âûíóæäàþùèõ.

15.1 Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ õàîñ èñ÷åçàåò ïðè ïðèëîæåíèè ïåðèîäè÷åñêîé

âíåøíåé ñèëû äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäû. Â ýòîì êîíòåêñòå

ñèíõðîíèçàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàåòñÿ íå õàîñ, à âûíóæäåííûå

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Îáùèå ñâîéñòâà ýòîé ðàçðóøàþùåé õàîñ

ñèíõðîíèçàöèè íå óíèâåðñàëüíû: îáû÷íî ïðè î÷åíü ñèëüíîì âîç-

äåéñòâèè íàáëþäàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ðåæèìû, íî èõ çàâèñèìîñòü îò

àìïëèòóäû è ÷àñòîòû íå ïîä÷èíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî îáùèì çàêîíàì. Âî

âñÿêîì ñëó÷àå, â âûíóæäåííîé ñèñòåìå àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïåðè-

îäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âûíóæäàþùèìè

è âûíóæäàåìûìè ïåðåìåííûìè çàäàþòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû

Ëîðåíöà ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé

dx

dt
= 10(y � x);

dy

dt
= 28x� y � xz;

dz

dt
= �

8

3
z + xy + " sin!t:

(15.1)

1 Íàïîìíèì, ÷òî åñòü è èñêëþ÷åíèÿ èç ýòîãî îáùåãî ïðàâèëà. Òàê, â ðàç-

äåëå 14.3 óïîìèíàëñÿ ¾óñòîé÷èâûé¿ (â ñìûñëå îòðèöàòåëüíîñòè ëÿïóíîâ-

ñêèõ ïîêàçàòåëåé) ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ.
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Îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 15.1. Ïîðîã ñèí-

õðîíèçàöèè ëåæèò âûñîêî: ïðè àìïëèòóäàõ ñèëû ìåíüøèõ 20 ïå-

ðèîäè÷åñêèå ðåæèìû íå íàáëþäàþòñÿ. Äâà òèïè÷íûõ óñòîé÷èâûõ

àòòðàêòîðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 15.2.

4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
0.0

20.0

40.0

60.0

80.0

ω

ε

Ðèñ. 15.1. Îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ (÷åðíûå òî÷êè) â ñèñòåìå
Ëîðåíöà ñ âíåøíåé ñèëîé (15.1) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ. Ñ÷åò âñåãäà íà÷èíàëñÿ ñ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x = y =

0:001; z = 0, òàê ÷òî âîçìîæíàÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòü (ò.å. ñîñóùåñòâî-

âàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ è õàîòè÷åñêèõ ðåøåíèé) íå âûÿâëÿëàñü.
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Ðèñ. 15.2. Äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìà â ñèñòåìå Ëîðåíöà ñ âíåøíåé

ñèëîé. (a) " = 60, ! = 10. (b) " = 80, ! = 4.
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15.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ øóìîâûì
âîçäåéñòâèåì

Ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíèì øóìîì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà

¾çàáûâàåò¿ ñîáñòâåííóþ äèíàìèêó è ñâîè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñëå-

äóåò çà âûíóæäàþùèì øóìîì. Â îäíîé ñèñòåìå ïåðåõîä ê ñèí-

õðîíèçàöèè íå âèäåí, íî åãî ìîæíî íàáëþäàòü, åñëè âìåñòå ñ ñè-

ñòåìîé ðàññìîòðåòü åå êîïèþ, ò.å., åñëè ìû áóäåì ñðàâíèâàòü äâå

èäåíòè÷íûå ñèñòåìû, âîçáóæäàåìûå îäíèì è òåì æå øóìîì, íî

íà÷èíàþùèå äâèæåíèå ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. (Ýòà ïîñòàíîâêà

çàäà÷è îáúÿñíÿåò, êàêàÿ óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ëÿïóíîâñêèì

ïîêàçàòåëåì â ñèñòåìå ñ øóìîì: ýòî óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê

âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à íå óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ

ê øóìó.) Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ ñèñòåì ðàçíèöà ìåæäó ïîëîæè-

òåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì ëåãêî âèäíà:

ïðè ïîëîæèòåëüíîì ïîêàçàòåëå òðàåêòîðèè ñîõðàíÿþò çàâèñèìîñòü

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, â òî âðåìÿ êàê ïðè

îòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàáûâàþòñÿ è òðàåê-

òîðèè ñáëèæàþòñÿ, ò.å. ñèñòåìû ñèíõðîíèçóþòñÿ. Ýòî ñîâïàäåíèå

äâèæåíèé â äâóõ ñèñòåìàõ ïîä äåéñòâèåì îáùåãî øóìà òðèâèàëüíî,

åñëè ñèñòåìû ëèíåéíû:

dx

dt
= �x+ �(t);

dy

dt
= �y + �(t):

Òîãäà äâèæåíèå êàæäîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç çàòóõàþùèõ ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé, çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (îäíîðîäíàÿ ÷àñòü),

è èç âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò øóìà (íåîä-

íîðîäíàÿ ÷àñòü). Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé èñ÷åçàåò, è ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè (x = y); ýòî

âèäíî èç óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè x � y. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò

è â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, íî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè

ìåíåå òðèâèàëüíà.

Ñèíõðîíèçàöèÿ îáùèì øóìîì ïðîèñõîäèò áåç êàêîãî-ëèáî ïðÿìî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè è íå çàâèñèò îò èõ ÷èñëà.

Ïîýòîìó ýòîò ýôôåêò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ñêîëü óãîäíî áîëüøîì

àíñàìáëå èäåíòè÷íûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, íà êîòîðûå äåéñòâóåò

îäèí è òîò æå øóì: âñå ñèñòåìû áóäóò ñèíõðîíèçîâàíû, åñëè ëÿ-

ïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè

âîçäåéñòâèÿ øóìà íà ïåðèîäè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.
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15.2.1 Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
øóìà

Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ øóìà íà ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îáñóæäàëñÿ

âûøå â ãëàâå 9. Òàì íàñ èíòåðåñîâàëè ñâîéñòâà äèôôóçèè ôàçû,

òåïåðü æå äëÿ íàñ âàæíû õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.

Îíè íåòðèâèàëüíû, ïîñêîëüêó â àâòîíîìíîì ïåðèîäè÷åñêîì îñöèë-

ëÿòîðå îäèí ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí íóëþ (îí ñîîòâåòñòâóåò

ôàçå). Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî øóìà ýòîò ïîêàçàòåëü áóäåò, â îáùåì

ñëó÷àå, íåíóëåâûì � è ãëàâíûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, áóäåò îí ïîëî-

æèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì.

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 9.1, â ïðèñóòñòâèè øóìà ïðîñòåéøåå

óðàâíåíèå äëÿ ôàçû èìååò âèä

d�

dt
= !0 + �(t):

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ôàçû è ïîýòîìó ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

ðàâåí íóëþ, � = hd _�=d�i = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôàçà îñòàåòñÿ

íåéòðàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî

âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, åñëè âûíóæäàþùàÿ ñèëà çàâèñèò îò ôàçû

(ñð. ñ (9.1)):

d�

dt
= !0 + "Q(�; �(t));

ãäå " õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó ñèëû. Â ýòîé îáùåé ñèòóàöèè ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò íåíóëåâûì.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà àâòîêîëåáàíèé ñ øóìîì ðàññìî-

òðèì îáîáùåíèå ìîäåëè ñ èìïóëüñíîé ñèëîé, îïèñàííîé â ðàçäå-

ëå 7.3.3. Òàì ìû èññëåäîâàëè äèíàìèêó îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì

ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Æ-èìïóëüñîâ (7.64). Òåïåðü ìû

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ

p(t) =

1X
n=�1

�
n
Æ(t� t

n
) (15.2)

ñî ñëó÷àéíûìè àìïëèòóäàìè �
n
è ñëó÷àéíûìè âðåìåíàìè ïîÿâëåíèÿ

t
n
. Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè (7.68) î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ

íà ýòîò ñëó÷àé, ïðèâîäÿ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ (äëÿ ïðî-

ñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòð � ðàâåí íóëþ):

�
n+1 = �

n
+ !0Tn + "�

n
cos�

n
: (15.3)

Èç-çà ñëó÷àéíîñòè èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè T
n
è èõ àì-

ïëèòóä �
n
, ôàçà ìåíÿåòñÿ íåðåãóëÿðíî, òàê ÷òî íåëüçÿ ãîâîðèòü î
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ñèíõðîíèçàöèè èëè çàõâàòå ôàçû â îáû÷íîì ñìûñëå. Ìû ïîêàæåì,

îäíàêî, ÷òî ôàçà ìîæåò áûòü ïðèâÿçàíà ê âíåøíåé ñèëå, è â ýòîì

ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííîé ñèíõðîíèçàöèè.

Íàñ èíòåðåñóåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôàçû �
n
ïî îòíîøåíèþ ê èçìå-

íåíèÿì íà÷àëüíîé ôàçû �0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû âû÷è-

ñëèòü ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü:

� =
hln jd�

n+1=d�nji
hT i

=
hln j1� "� sin�ji

hT i
: (15.4)

Çäåñü hT i � ñðåäíèé ïðîìåæóòîê ìåæäó èìïóëüñàìè. Ïîëó÷åííàÿ

÷èñëåííî çàâèñèìîñòü ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò àìïëèòóäû èì-

ïóëüñíîé ñèëû " íåìîíîòîííà (ðèñ. 15.3): ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ

ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí, ïðè áîëüøèõ � ïîëîæèòåëåí.

Ýòè ñâîéñòâà ïîêàçàòåëÿ ìîæíî âûâåñòè àíàëèòè÷åñêè. Ïðè ìà-

ëûõ " ìîæíî ðàçëîæèòü (15.4) â ðÿä ïî " è ïîëó÷èòü

� �
1

hT i

�
�"h� sin�i �

"
2

2
h�2 sin2 �i

�
:

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü óñðåäíåíèå, íóæíî

çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ôàçû. Ïðè ìàëûõ " è áîëüøèõ ôëóêòóàöèÿõ

ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ T
n
ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî÷òè îäíîðîä-

íî, òàê ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, è âåäóùèé ÷ëåí ïðèâîäèò ê

îòðèöàòåëüíîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ:

0 1 2 3 4
ε

–0.2

0.0

0.2

0.4

λ

Ðèñ. 15.3. Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü � ñòîõàñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

(15.3) â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû øóìà ". Èíòåðâàëû ìåæäó èì-

ïóëüñàìè !0Tn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå

ýêñïîíåíöèàëüíî ñî ñðåäíèì, ðàâíûì 1; àìïëèòóäû èìïóëüñîâ �n ðàñ-

ïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé

äèñïåðñèåé.
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� / �
"
2

hT i
:

Îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îçíà÷àåò, ÷òî ïî ïðîøå-

ñòâèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ôàçà îñöèëëÿòîðà ¾çàáûâàåò¿ ñâîå

íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è ñëåäóåò çà âíåøíåé ñèëîé (ðèñ. 15.4). Ýòî-

ìó ýôôåêòó ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ êàê íàáîð

ïåðèîäè÷åñêèõ ïà÷åê. Êàæäàÿ èç ïà÷åê, ñîãëàñíî òåîðèè ñèíõðîíè-

çàöèè (ãëàâà 7), ïðèâîäèò ëèáî ê ñèíõðîííîìó (ñ îòðèöàòåëüíûì

ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì), ëèáî ê êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó (ñ íóëåâûì

ïîêàçàòåëåì) äâèæåíèþ. Ñëó÷àéíî ¾ïåðåêëþ÷àÿ¿ ïà÷êè, ìû ñìåøè-

âàåì ýòè äâà ðåæèìà, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå îòðèöàòåëüíûé â ñðåäíåì

ïîêàçàòåëü.

Ïðè áîëüøîé àìïëèòóäå èìïóëüñîâ ", ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîå

ïðèáëèæåíèå,2 è ïðåíåáðå÷ü ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì ïîä ëîãàðèôìîì â

(15.4):

2 Õîòÿ ïðè âûâîäå (15.3) ñèëà ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîé, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ñòîõàñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå (15.3) êàê ñàìîñòîÿòåëüíóþ ìîäåëü è

èññëåäîâàòü åå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

π

2π

φ
k

×ÒÅÍÑ

Ðèñ. 15.4. Ýâîëþöèÿ â àíñàìáëå èç 500 îñöèëëÿòîðîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
ñòîõàñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ (15.3). Ôàçû ïîêàçàíû ãîðèçîíòàëüíû-

ìè ïîëîñêàìè äëÿ êàæäîé äåñÿòîé èòåðàöèè. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå âåëè÷èí Tn, �n � êàê íà ðèñ. 15.3. Àìïëèòóäà ñèëû " = 0:4

âûáðàíà òàêîé, ÷òîáû ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü áûë îòðèöàòåëüíûì:

âñå ôàçû, âíà÷àëå ðàñïðåäåëåííûå ðàâíîìåðíî, ïîñëå � 300 èòåðàöèé

ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ñîñòîÿíèþ.
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� �
hln j"� sin�ji

hT i
/

ln "+ hln j� sin�ji
hT i

:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí ïðè áîëü-

øèõ ". Äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ñ âíåøíåé ñèëîé ýòî íè÷åãî íå çíà-

÷èò. Íî, åñëè ìû ïðèãîòîâèì äâå êîïèè ñèñòåìû ñ áëèçêèìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè è áóäåì äåéñòâîâàòü íà íèõ îäíèì è òåì æå øóìîì,

òî ðàçëè÷èå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåì áóäåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëü-

íî, è ÷åðåç êîðîòêîå âðåìÿ êîëåáàíèÿ â íèõ áóäóò íåçàâèñèìûìè �

ïðîèñõîäèò äåñèíõðîíèçàöèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáúåêò,

âîçíèêàþùèé ïðè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ïîä äåé-

ñòâèåì îáùåãî øóìà, íàçûâàþò ñëó÷àéíûì àòòðàêòîðîì [Crauel

and Flandoli 1994; Arnold 1998].

15.2.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé
âíåøíèì øóìîì

Ïðè õàîñå ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, íî

ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî øóìà îí ìîæåò ïîìåíÿòü çíàê. Îäèí âîç-

ìîæíûé ìåõàíèçì ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â øóìå, çàâèñÿùåì îò

êîîðäèíàò (ìîäóëèðîâàííîì), ïîäîáíî ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 15.2.1. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â

òîì, ÷òî øóì íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü íåïîñðåäñòâåííî, íî èçìå-

íÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðåçóëüòàòå

ýòîãî íåêîòîðûå ¾óñòîé÷èâûå¿ îáëàñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìî-

ãóò ïîñåùàòüñÿ áîëåå ÷àñòî, ïðèâîäÿ ê óìåíüøåíèþ ëÿïóíîâñêîãî

ïîêàçàòåëÿ. Ýòîò ìåõàíèçì ðàáîòàåò è ïðè àääèòèâíîì øóìå. Ðàñ-

ñìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äâà îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì

îäíîãî è òîãî æå øóìà:

x(t+ 1) = f(x(t)) + �(t);

y(t+ 1) = f(y(t)) + �(t):

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå x(t) = y(t) = U(t) åñòü ðåøåíèå

ýòèõ óðàâíåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî óñòîé÷èâîñòè, ðàññìîòðèì ýâî-

ëþöèþ ìàëîé ðàçíîñòè v = x�y, ïîä÷èíÿþùåéñÿ ëèíåàðèçîâàííîìó
óðàâíåíèþ,

v(t+ 1) = f
0(U(t))v(t): (15.5)

Ýòî óðàâíåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì

äëÿ âîçìóùåíèé â îäíîì îòîáðàæåíèè, è ðîñò âåëè÷èíû v îïðåäåëÿ-

åòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì
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� = hln jf 0(U)ji: (15.6)

Óñðåäíåíèå â (15.6) ïðîèçâîäèòñÿ ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå â îòîáðà-

æåíèè ñ øóìîì, à îíî çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïîñëåäíåãî. Ïî-

ýòîìó ïðè èçìåíåíèè øóìà è/èëè ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ ïåðåõîä ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò ïîëîæèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì, ò.å. ïåðåõîä îò àñèíõðîííîãî ðåæèìà ê

ñèíõðîííîìó.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî (15.5) áëèçêî ê óðàâíåíèþ (13.10), îïèñûâàþ-

ùåìó ëèíåéíóþ ñòàäèþ ñèíõðîíèçàöèè ñâÿçàííûõ àâòîíîìíûõ õà-

îòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ,

ðàçâèòàÿ â ðàçäåëå 13.3, ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì. Íà

ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü

ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ðàçäåëå 13.3. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåííàÿ

ëîâóøêà, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 13.3, ñóùåñòâóåò è äëÿ ñèñòåì ñ îáùèì

øóìîì: äàæå åñëè ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, äâå (èëè

áîëåå) ñèñòåìû ìîãóò âûãëÿäåòü ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñèíõðîí-

íûìè, åñëè êîìïüþòåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ñîñòîÿíèé â êàêîé-òî

ìîìåíò ñîâïàëè (ò.å., åñëè ðàçíîñòü ñîñòîÿíèé ìåíüøå, ÷åì òî÷íîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå). Ýòîò ýôôåêò, êîíå÷íî, èñ÷åçàåò,

åñëè ñèñòåìû íå èäåíòè÷íû.

Â îòëè÷èå îò ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ìû íå ìîæåì

ïðîñëåäèòü çà òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè àòòðàêòîðîâ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 13.4. Â ñàìîì äåëå,

øóì ðàçìûâàåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äåòåðìèíèðîâàííûõ ñè-

ñòåì (ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû è ò.ä.). Íåòðèâèàëüíûå òîïîëîãè÷åñêèê

ñâîéñòâà ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè õàîòè÷åñêîé ñèëå, ñì. ðàçäåë 15.3.1.

15.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé õàîòè÷åñêîé ñèëîé

15.3.1 Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Îäíà âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé ñèëû óæå îáñóæäàëàñü âû-

øå â ãëàâå 14 ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè. Ïåðåïèøåì

ñèñòåìó ñ îïåðàòîðîì ñâÿçè (14.3) â âèäå

x(t+ 1) = f(x(t)); (15.7)

y(t+ 1) = (1� ")f(y(t)) + "f(x(t)): (15.8)

Õàîòè÷åñêàÿ ñèëà, ãåíåðèðóåìàÿ îòîáðàæåíèåì (15.7), äåéñòâóåò íà

ñèñòåìó (15.8) òàê, ÷òî âîçìîæíà ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ x = y.
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Óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ðåæèìà ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà íà áàçå

òåîðèè, ðàçâèòîé â ãëàâàõ 13 è 14. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçà-

öèè íå îáÿçàòåëüíî ñîçäàâàòü äâå èäåíòè÷íûå ñèñòåìû: äîñòàòî÷íî

çàïèñàòü ñèãíàë, ãåíåðèðóåìûé îäíîé ñèñòåìîé, è èñïîëüçîâàòü åãî

êàê ñèëó (ñì. [Tsukamoto et al. 1996, 1997]). Ñèíõðîíèçàöèþ ëåãêî

èäåíòèôèöèðîâàòü ïî ñîâïàäåíèþ ãåíåðèðóåìîãî ïðîöåññà ñ âíåøíåé

ñèëîé.

15.3.2 Îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè õàîòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè âîçìîæíà òîëü-

êî â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, òàê ÷òî âîç-

ìîæíî ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ â âûíóæäàþùåé è â âûíóæäàåìîé

ñèñòåìàõ. Åñëè òàêàÿ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò, òî âûíóæäàåìàÿ ñè-

ñòåìà âñå æå ìîæåò ñëåäîâàòü çà ñèëîé, íî â áîëåå ñëàáîì ñìûñëå.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè:

x(t+ 1) = f (x(t)); (15.9)

y(t+ 1) = g(x(t);y(t)); (15.10)

ãäå x è y âåêòîðà. Ïåðåìåííûå x îïèñûâàþò âûíóæäàþùóþ ñèñòåìó,

à ïåðåìåííûå y � âûíóæäàåìóþ. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì íèêàêîé ñèì-

ìåòðèè ìåæäó x è y, áîëåå òîãî, ðàçìåðíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ ìîãóò

áûòü ðàçëè÷íû. Ðåæèì, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå âûíóæäàåìîé ñèñòåìû

y ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì âûíóæäàþùåé ñèñòåìû, íà-

çûâàþò îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèåé. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ èç x â y:

y = H(x) : (15.11)

Òåõíè÷åñêè èíîãäà áîëåå óäîáíî óñòàíîâèòü îòîáðàæåíèå ìåæäó

y(t+1) è x(t), çàïèñûâàÿ y(t+1) = ~H(x(t)) (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 15.5

íèæå), ïîòîìó ÷òî ýòè ïåðåìåííûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ÷å-

ðåç (15.10). Åñëè îòîáðàæåíèå (15.9) îáðàòèìî, òàêàÿ çàïèñü ýêâè-

âàëåíòíà îïðåäåëåíèþ (15.11).

Äðóãîé ñïîñîá îïèñàòü îáîáùåííóþ ñèíõðîíèçàöèþ ñîñòîèò â êî-

ïèðîâàíèè âûíóæäàåìîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîïîëíÿåì

óðàâíåíèÿ (15.9) è (15.10) äî ñèñòåìû

x(t+ 1) = f (x(t));

y(t+ 1) = g(x;y);

y
0(t+ 1) = g(x;y0):
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Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîíòåêñòå ñèíõðîíèçà-

öèè ñèñòåìû è êîïèè (ðàçäåë 14.4): ïðè óñòîé÷èâîì îòêëèêå íàáëþ-

äàåòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå y = y
0.

Íåãëàäêàÿ îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Óðàâíåíèÿ (15.10) îïèñûâàþò äèíàìèêó âûíóæäàåìîé ñèñòåìû; ÿñ-

íî, ÷òî ñîñòîÿíèå y ñëåäóåò çà ñèëîé x íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé y(0) òîëüêî, åñëè äèíàìèêà y óñòîé÷èâà, ò.å. ìàêñèìàëüíûé

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü â ïîäñèñòåìå y îòðèöàòåëåí. Ýòî óñëîâèå

íåîáõîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ïî y, ò.å. îäíîé òðàåêòîðèè x(t) ìîæåò ñîîò-

âåòñòâîâàòü äâà (èëè áîëüøå) óñòîé÷èâûõ îòêëèêà y(t). Äðóãàÿ îñî-

áåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî y ìîæåò îáåñïå÷èòü

ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè H, íî íå åå ãëàäêîñòü. Êàê ìû óâèäèì,

ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü ôðàêòàëüíîé.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé3 âûíóæäàåìîé

ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì �
y
. Ñðàâíèì,

ñëåäóÿ Ïàîëè è äð. [Paoli et al. 1989b], ëÿïóíîâñêèå ðàçìåðíîñòè4

àòòðàêòîðà â âûíóæäàþùåé è ïîëíîé (ò.å. âûíóæäàåìîé ïëþñ âû-

íóæäàþùåé) ñèñòåìàõ; ìû îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî D
(L)
x è D

(L)
xy .

Ïðè ãëàäêîì âçàèìîîòíîøåíèè ìåæäó y è x ðàçìåðíîñòü ïîëíîé ñè-

ñòåìû äîëæíà áûòü òàêàÿ æå, êàê â âûíóæäàþùåé; åñëè D
(L)
xy > D

(L)
x ,

òî âçàèìîîòíîøåíèå íåãëàäêîå. Ïîñêîëüêó ñâÿçü îäíîíàïðàâëåííàÿ,

ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè �
j
âûíóæäàþùåé ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ïîýòîìó D
xy

íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì

D
x
. Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Êàïëàíà�Éîðêå

[Kaplan and Yorke 1979]:

D
(L)
x

= D +
1

j�D+1j

DX
j=1

�
j
; (15.12)

ãäå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè îòñîðòèðîâàíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå,

è öåëàÿ ÷àñòü D ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå öåëîå

÷èñëî, òàêîå, ÷òî

DX
j=1

�
j
> 0:

3 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷íî òàê æå èññëåäóåòñÿ è âûíóæäàåìàÿ ñèñòåìà

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
4 Îáñóæäåíèå ëÿïóíîâñêèõ ðàçìåðíîñòåé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ

[Øóñòåð 1988; Ott 1992; Êóçíåöîâ 2001].
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Â ïîëíîé ñèñòåìå ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëÿìè �
j
è �

y
.

Ïîñêîëüêó òîëüêî ïåðâûå D+1 ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè ôèãóðèðóþò

â (15.12), òî, åñëè �
y
< �D+1, òî D

(L)
xy = D

(L)
x . Ïóñòü òåïåðü �D > �

y
>

�D+1. Òîãäà

D
(L)
xy

= D +
1

j�
y
j

DX
j=1

�
j
> D

(L)
x
:

Ðàçìåðíîñòü âîçðàñòàåò åùå áîëüøå, åñëè �D < �
y
. Ýòî óâåëè÷åíèå

ðàçìåðíîñòè ïðè âîçäåéñòâèè îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ îçíà÷àåò,

÷òî îòêëèê y � íå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò x, èíà÷å ðàçìåðíîñòü íå âîç-

ðàñòàëà áû. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ ãëàäêèì

ñîîòíîøåíèåì (15.11) ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî

ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè âûíóæäåííûõ äâèæåíèé.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî, åñëè âûíóæäàþ-

ùàÿ õàîòè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòü îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå (íàïðèìåð,

ëîãèñòè÷åñêîå èëè òèïà òåíò), òî ôóíêöèÿ H âñåãäà ôðàêòàëüíà.

Äåéñòâèòåëüíî, îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ, îòðèöàòåëüíûé ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê �1. Ïîýòîìó òàêîå îòî-

áðàæåíèå èìååò ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè �1;�1. Ôîðìóëà Êàïëàíà�

Éîðêå äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû äàåò D
(L)
xy = min(2; 1 + �1=j�yj), ãäå �y �

ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ äâèæåíèé; ýòà ðàçìåðíîñòü

áîëüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàáëþäàòü íåòðèâèàëüíûé

ïåðåõîä îò ãëàäêèõ ê íåãëàäêèì ôóíêöèÿì H, íóæíî èìåòü êàê

ìèíèìóì äâóìåðíîå âûíóæäàþùåå õàîòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Ïðèìåð ãëàäêîé è íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè

Ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü ôðàêòàëüíà äàæå â òàêîì ïðîñòîì ñëó÷àå,

êîãäà ïîäñèñòåìà (15.10) ëèíåéíà:

y(t+ 1) = y(t) + q(x(t)): (15.13)

Îòêëèê óñòîé÷èâ (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15.11)), åñëè �
y

=

ln jj < 0; äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî  > 0.

Äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è ïðè îáîáùåííîì ïðåîáðàçîâàíèè

ïåêàðÿ (ñì. (15.16) íèæå) â êà÷åñòâå âûíóæäàþùåé ñèëû è ïðè

ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè (15.13) â êà÷åñòâå îòêëèêà áûë âûïîëíåí

Paoli et al. [1989a]. Â ýòîé ðàáîòå áûë íàéäåí ñïåêòð îñîáåííîñòåé

îòêëèêà (ò.í. f(�)-ñïåêòð) è îïèñàíî åãî èçìåíåíèå ïðè âàðèàöèè

êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ  âûíóæäåííûõ äâèæåíèé. f(�)-ñïåêòð
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åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îò îáîáùåííûõ ðàçìåðíîñòåé (äå-

òàëè ìîæíî íàéòè â [Badii and Politi 1997]). Èç ðåçóëüòàòîâ Ïà-

îëè è äð. ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ  ðàçìåðíîñòè íå ìåíÿþòñÿ. Ñ

ðîñòîì , ïðè ïðåâûøåíèè èì íàèìåíüøåãî êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåêàðÿ, íåêîòîðûå îáîáùåííûå ðàçìåðíîñòè îòêëèêà

íà÷èíàþò îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðíîñòåé âûíóæäàþùåé ñèñòåìû. Ýòî

óêàçûâàåò íà íåãëàäêîñòü ôóíêöèè H. Ïðè áîëüøèõ  îòëè÷àþòñÿ

óæå âñå ðàçìåðíîñòè.

Íèæå ìû èçëîæèì óïðîùåííûé âàðèàíò òåîðèè [Paoli et al. 1989a],

ñëåäóÿ ðàáîòå [Hunt et al. 1997]. Íà÷íåì ñ èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (15.13)

y(t+ 1) = q(x(t)) + y(t)

= q[f�1(x(t+ 1))] + fy(t� 1) + q[f�2(x(t+ 1))]g = � � � ;

äàþùåé ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ôóíêöèè H, ñâÿçûâàþùåé y(t + 1)

è x(t+ 1):

H(x) =

1X
j=1


j�1

q(f�j(x)): (15.14)

ßñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, åñëè  < 1 è ñèëà q îãðàíè÷åíà.

Äëÿ ïðîâåðêè ãëàäêîñòè ïðîäèôôåðåíöèðóåì (15.14) è ïîëó÷èì

rH =

1X
j=1


j�1

J [f�j(x)]rq(f�j(x)); (15.15)

ãäå J � ÿêîáèàí. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â

òî÷êå x � ýòî ñõîäèìîñòü ðÿäà (15.15), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ åñëè çíà-

÷åíèÿ 
jkJf�j(x)k óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàèáî-

ëåå îïàñíû äëÿ ñõîäèìîñòè áîëüøèå çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà kJf�j(x)k,
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî îáðàòíûì èòåðàöèÿì îòîáðàæåíèÿ (15.9).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíîé, âû÷èñëåííîé ïðè

èòåðàöèÿõ âïåðåä ïî âðåìåíè, ò.å. ïî íàèáîëåå óñòîé÷èâîìó íàïðà-

âëåíèþ îòîáðàæåíèÿ (15.9). Ñíîâà ìû âèäèì, ÷òî ãëàäêîñòü ôóíê-

öèè H îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì

âûíóæäåííûõ äâèæåíèé �
y
= ln  è ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ èç

îòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé âûíóæäàþùåé ñèñòåìû (15.9).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûíóæäàþùåå îòîáðàæåíèå (15.9) äâóìåðíî

è èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé è îäèí îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü; ïîñëåäíèé ìû îáîçíà÷èì �
x
. Òîãäà èç (15.15) ñëåäóåò,

÷òî ôóíêöèÿ H íåïðåðûâíà ¾â ñðåäíåì¿ (ò.å., ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñó-

ùåñòâóåò ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ), åñëè
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�
y
� �

x
< 0;

ò.å., åñëè ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ âûíóæäåííûõ äâèæåíèé áîëüøå,

÷åì ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ â âûíóæäàþùåé ñèñòåìå. Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî ýòî êàê ðàç óñëîâèå íåóâåëè÷åíèÿ ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè

ñîãëàñíî (15.12).

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà óäîáíî îïðåäåëèòü çàâèñÿùèé îò

(x; y) ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, ïî àíàëîãèè ñ èñïîëüçîâàííûì â

ãëàâå 13 ïîäõîäîì, îñíîâàííîì íà òåðìîäèíàìè÷åñêîì ôîðìàëèçìå.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî ïðåäûñòî-

ðèè: äëÿ âûíóæäàþùåé ñèñòåìû çàïèøåì

kJf�T (x)k / e
�T�x(x);

à äëÿ âûíóæäåííûõ äâèæåíèé �

dy(t)

dy(t� T )
/ e

T�y(x;y)

(â ÷àñòíîì ñëó÷àå (15.13), �
y
= ln , íî â îáùåé ñèòóàöèè ïîêàçàòåëü

çàâèñèò îò êîîðäèíàò). Òîãäà ôóíêöèÿ H äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

(x; y), åñëè

�
y
(x; y) � �

x
(x) < 0:

Åñëè îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �
x
(x) îòîáðàæåíèÿ

(15.9) ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, òî ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ è ôðàêòàëüíîé â äðóãèõ.

Ïåðåõîä îò ãëàäêîé ê íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ïðî-

èëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 15.5. Çäåñü âûíóæäàþùåé ñèñòåìîé ñëóæèò

äâóìåðíîå îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåêàðÿ, îïðåäåëåííîå íà åäè-

íè÷íîì èíòåðâàëå 0 � x1; x2 < 1,

�
x1(t+ 1)

x2(t+ 1)

�
=

8>><
>>:

�
�x1(t)

x2(t)=�

�
åñëè x2(t) < �;�

� + (1� �)x1(t)

(x2(t)� �)=(1 � �)

�
åñëè x2(t) > �:

(15.16)

Îáà ïàðàìåòðà � è � íå ïðåâûøàþò 1=2. Âûíóæäàåìàÿ ñèñòåìà

ëèíåéíà:

y(t+ 1) = y(t) + cos(2�x1(t)): (15.17)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå â âûíóæäàþùåé ñè-

ñòåìå åñòü x2, à óñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå � x1. Åñòåñòâåííàÿ ìåðà

ðàâíîìåðíà ïî íàïðàâëåíèþ x2 è ñëîæíûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ïî x1,
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åñëè òîëüêî � 6= �. ×òîáû âû÷èñëèòü ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî

ïðåäûñòîðèè â äàííîé òî÷êå x1; x2, íóæíî îïðåäåëèòü ïðîîáðàçû

x1; x2. Îáîçíà÷àÿ

a� = lim
T!1

T�

T
; a+ = lim

T!1

T+

T
;

ãäå T� (T+) � ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ñ x2 < � (x2 > �), ïîëó÷èì äëÿ

ïîêàçàòåëÿ ïî ïðåäûñòîðèè

�(x1; x2) = a� ln� + a+ ln(1� �):

Çíà÷åíèÿ a� ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ òðàåêòîðèé; èõ ìîæíî îïðåäå-

ëèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè. Åñòåñòâåííîå ñèì-

âîëè÷åñêîå îïèñàíèå ñîñòîèò â ïðèñâîåíèè äâóõ ñèìâîëîâ îáëàñòÿì

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x1(t)

−2

−1

0

1

2

y(
t+

1)

−1

0

1

2

3

(a)

(b)

(c)

−2

0

2

4

6

Ðèñ. 15.5. Òðè òèïà îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (15.16) è

(15.17), ïðè � = 0:1 è � = 0:2. (a)  = 0:8; êðèâàÿ ~H ôðàêòàëüíà. (b)

 = 0:6; êðèâàÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà â ïëîòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, íî

äèôôåðåíöèðóåìà ¾â ñðåäíåì¿. (c)  = 0:1; ãëàäêàÿ êðèâàÿ.



Æ
��
��
��
��
��
k444 Ãëàâà 15. Ñèíõðîíèçàöèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè

x < � è x > �, ïðè ýòîì ðàçðåøåíû âñå âîçìîæíûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ýòèõ ñèìâîëîâ, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè ñî âñåìè

âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè 0 � a� � 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ln� � �(x1; x2) � ln(1� �):

Òàê êàê íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ a� åñòü a� = �; a+ = 1��, òî
ñðåäíèé îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòîáðàæåíèÿ ðàâåí

�
x
= � ln� + (1� �) ln(1� �):

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ äâèæåíèé ïîñòîÿíåí

(�
y
= ln ). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ôîðìóëå Êàïëàíà�Éîðêå, ëÿ-

ïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü âñåé ñèñòåìû áîëüøå, ÷åì âûíóæäàþùåé,

åñëè j�
x
j > j ln j. Îäíàêî äàæå ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà â

îáëàñòè

j�
x
j < j ln j < j ln �j;

ñóùåñòâóþò òî÷êè x1; x2, äëÿ êîòîðûõ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî

ïðåäûñòîðèè � áîëüøå, ÷åì ln . Â ýòèõ òî÷êàõ (îíè âñþäó ïëîòíû,

õîòÿ èõ ìåðà ðàâíà íóëþ) ôóíêöèÿ H íå äèôôåðåíöèðóåìà. Ðàçëè÷-

íûå ñëó÷àè îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (15.16) è (15.17)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 15.5.

15.3.3 Îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò ãëàäêîé ê íåãëàäêîé îáîáùåííîé

ñèíõðîíèçàöèè âîçìîæåí íå òîëüêî ïðè õàîòè÷åñêîé âíåøíåé ñèëå,

íî è ïðè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûíóæäàþùåé äè-

íàìèêå ñîîòâåòñòâóåò òîð â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âûíóæäåí-

íûå äâèæåíèÿ òîæå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, òî è â ïîëíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà òîðå. Íî åñòü è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü

� êîãäà âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè,

ïðèíàäëåæàò ñòðàííîìó íåõàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Ó ñòðàííîãî

íåõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

îòðèöàòåëåí (ïîýòîìó îí íåõàîòè÷åñêèé), íî â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå îí îáðàçóåò ôðàêòàë (îòñþäà � ñòðàííûé). Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè õàîñà, ñîîòíîøåíèå ìåæäó âû-

íóæäàþùåé è âûíóæäàåìîé ñèñòåìàìè äëÿ ñòðàííîãî íåõàîòè÷åñêî-

ãî àòòðàêòîðà âåñüìà íåòðèâèàëüíî: ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé è âûíóæäåííûì äâèæåíèåì ëèáî

çàäàåòñÿ ôðàêòàëüíîé êðèâîé, ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.
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Äëÿ èëëþñòðàöèè ñòðàííîãî íåõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìû âû-

áðàëè ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

x(t+ 1) = x(t) + !;

y(t+ 1) = a� y
2(t) + b cos 2�x(t):

(15.18)

Çäåñü ! = (
p
5�1)=2 åñòü èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû. Íà

ðèñ. 15.6 ïîêàçàíû ñëó÷àè ñ ãëàäêèì è ñ ôðàêòàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ìåæäó y è x. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ

äâèæåíèé îòðèöàòåëåí, òàê ÷òî ðåæèì íà ðèñ. 15.6b � íåõàîòè÷åñêèé.

15.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

×èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âíåø-

íåé ñèëîé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [Aizawa and Uezu 1982; Àíèùåíêî è

Àñòàõîâ 1983; Êóçíåöîâ è äð. 1985; Áåçàåâà è äð. 1987; Ëàíäà è

Ïåðìèíîâ 1987; Ëàíäà è äð. 1989; Dykman et al. 1991; Rosenblum

1993; Franz and Zhang 1995; Tamura et al. 1999]. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìîâ â ëàìïå îáðàòíîé âîëíû

âûïîëíåíî Áåçðó÷êî [1980] è Áåçðó÷êî è äð. [1981].

Ñèíõðîíèçàöèÿ èäåíòè÷íûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáùèì øóìîì

îïèñàíà â [Pikovsky 1984b; Ïèêîâñêèé 1984a; Pikovsky 1992; Yu et al.

1990]. Íàøå èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòàì [Pikovsky 1984b; Ïèêîâñêèé

1984a]. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò øó-

ìà â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èññëåäîâàëàñü â [Matsumoto and Tsuda

0.0 0.5 1.0
x

–1

0

1

y

0.0 0.5 1.0
x

(a) (b)

Ðèñ. 15.6. Àòòðàêòîðû â ëîãèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ñ êâàçèïåðè-

îäè÷åñêîé ñèëîé (15.18). (a) Ïðè " = 0:3 è a = 0:9 âûíóæäåííîå

äâèæåíèå y åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò x, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î

ãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó x è y. (b) Ïðè " = 0:45 è

a = 0:8 íàáëþäàåòñÿ ôðàêòàëüíûé ñòðàííûé íåõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð:

õîòÿ âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ ñëåäóþò çà ñèëîé, ñîîòíîøåíèå ìåæäó

ïåðåìåííûìè y è x íåãëàäêîå.
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1983]. Ïðèìåðû õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîä äåéñòâèåì îáùåãî øóìà

ìîæíî íàéòè â [Maritan and Banavar 1994; Khoury et al. 1996, 1998;

Ali 1997; Longa et al. 1997; S�anchez et al. 1997; Minai and Anand 1998,

1999a; Shuai and Wong 1998]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [Maritan and

Banavar 1994; Shuai and Wong 1998] èç-çà êîíå÷íîé òî÷íîñòè âû-

÷èñëåíèé íàáëþäàëàñü ¾ëîæíàÿ¿ ñèíõðîíèçàöèÿ, îáñóæäåíèå ýòîãî

àðòåôàêòà ìîæíî íàéòè â [Pikovsky 1994; Herzel and Freund 1995].

Ýêñïåðèìåíòû ñ äåéñòâèåì øóìà íà ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà îïèñà-

íû â [Khoury et al. 1998].

Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì èçó÷àëàñü òåîðåòè-

÷åñêè è ÷èñëåííî â [Pecora and Carroll 1991; Rulkov et al. 1995;

Abarbanel et al. 1996; Kapitaniak et al. 1996; Kocarev and Parlitz 1996;

Konnur 1996; Pyragas 1996, 1997; Rulkov and Suschik 1996; Ali and

Fang 1997; Brown and Rulkov 1997a,b; Hunt et al. 1997; Liu and Chen

1997; Parlitz et al. 1997; Carroll and Johnson 1998; Johnson et al. 1998;

Baker et al. 1999; Liu et al. 1999; Minai and Anand 1999b; Parlitz and

Kocarev 1999; Santoboni et al. 1999]. Â íàøåì èçëîæåíèè ãëàäêîé

è íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìû ñëåäóåì ðàáîòàì [Paoli

et al. 1989a; Hunt et al. 1997] è [Stark 1997], ñì. òàêæå ñòàòüè [Kaplan

et al. 1984; Badii et al. 1988; Mitschke et al. 1988; Paoli et al. 1989b;

Mitschke 1990; Pecora and Carroll 1996], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ îòêëèê

ëèíåéíûõ ñèñòåì íà õàîòè÷åñêóþ ñèëó, à òàêæå [de Sousa Vieira and

Lichtenberg 1997]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ îáîáùåííîé ñèí-

õðîíèçàöèè ìîæíî íàéòè â [Peterman et al. 1995; Abarbanel et al. 1996;

Gauthier and Bienfang 1996; Rulkov and Suschik 1996; Tsukamoto et al.

1997; Tang et al. 1998b]. Â ñòàòüÿõ [Peng et al. 1996] è [Tamasevicius

and �Cenys 1997] îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ãèïåðõàîñà

îäíèì ñêàëÿðíûì ñèãíàëîì.

Ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè-

÷åñêîé ñèëîé áûëè ââåäåíû â [Grebogi et al. 1984] è ñ òåõ ïîð èññëåäî-

âàëèñü òåîðåòè÷åñêè [Romeiras et al. 1987; Ding et al. 1989; Brindley

and Kapitaniak 1991; Heagy and Hammel 1994; Pikovsky and Feudel

1994, 1995; Kuznetsov et al. 1995; Keller 1996; Lai 1996b; Nishikawa and

Kaneko 1996; Yalcinkaya and Lai 1997; Prasad et al. 1998 è ññûëêè â

íèõ æå] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [Ditto et al. 1990; Zhou et al. 1992; Yang

and Bilimgut 1997; Zhu and Liu 1997].


