
×àñòü II

Çàõâàò ôàçû è ÷àñòîòû





Ãëàâà 7

Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé
ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëå-

áàíèé ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé. Îñíîâíîé ýôôåêò ñîñòîèò â

çàõâàòå ôàçû êîëåáàíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà â

òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñèëû.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ñëó÷àÿ ìàëîé ñèëû. Â ðàçäåëå 7.1 ìû èñ-

ïîëüçóåì ìåòîä âîçìóùåíèé, ò.å. ïðåíåáðåãàåì èçìåíåíèÿìè àìïëè-

òóäû àâòîêîëåáàíèé è ñâîäèì îïèñàíèå òîëüêî ê ôàçîâîé äèíàìèêå.

Ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôàçû, äîïóñêàþ-

ùåìó àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå. Ýòî óðàâíåíèå, îäíàêî, íå óíè-

âåðñàëüíî è çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ àâòîêîëåáàíèé. Äðóãîé

àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä îïèñàí â ðàçäåëå 7.2; çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì

ìàëîé íå òîëüêî ñèëó, íî è àìïëèòóäó êîëåáàíèé, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî

îíè ñëàáî íåëèíåéíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ìåòîä óñðåäíåíèÿ,

ïðèâîäÿùèé ê óíèâåðñàëüíûì óðàâíåíèÿì. Èñòîðè÷åñêè ýòî áûë

ïåðâûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ñèíõðîíèçàöèè, âîñõîäÿ-

ùèé ê ðàáîòàì Ýïïëòîíà [Appleton 1922], Âàí-äåð-Ïîëÿ [van der Pol

1927], Àíäðîíîâà è Âèòòà [1930a; 1930b]. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ

ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, íî èõ ïðèìåíèìîñòü

îãðàíè÷åíà: êîëè÷åñòâåííûå ïðåäñêàçàíèÿ âîçìîæíû òîëüêî äëÿ àâ-

òîêîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû âáëèçè òî÷êè èõ âîçíèêíîâåíèÿ (òî÷-

êè áèôóðêàöèè Õîïôà).
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Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñèëà íå ìàëà è/èëè àâòîêîëåáàíèÿ ñèëüíî

íåëèíåéíû, ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ íàøåé ïðîáëåìû îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

àïïàðàòîì ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ êîëüöà è îêðóæíîñòè, ìû îïèñû-

âàåì èõ â ðàçäåëå 7.3. Ýòîò ïîäõîä äàåò îáùóþ êàðòèíó, âïëîòü äî

ïåðåõîäà ê õàîñó; îí ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè

àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-

âàíèÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì.

Â ðàçäåëå 7.4 îáñóæäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòàòîðîâ. Ýòè ñèñòåìû

îïèñûâàþòñÿ óãëîâûìè ïåðåìåííûìè òèïà ôàçû; ñâîéñòâà ñèíõðî-

íèçàöèè ðîòàòîðîâ áëèçêè ê ñâîéñòâàì ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáà-

òåëüíûõ ñèñòåì. Â çàêëþ÷åíèå ìû îïèøåì òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî

� ñèñòåìó ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû; îíî ñëóæèò ïðèìåðîì

àâòîêîëåáàíèé ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.

7.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñëàáîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû

íà ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ìàëàÿ ñèëà âîçäåéñòâóåò â îñíîâíîì íà ôàçó, à íå íà àìïëèòóäó, è

ïîýòîìó ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè

åãî âûâîäå ìû ñëåäóåì ìåòîäó, ðàçðàáîòàííîìó Ìàëêèíûì [1956] è

Êóðàìîòî [Kuramoto 1984]. Õîòÿ ýòîò ìåòîä äîâîëüíî îáùèé, ïîëó-

÷àþùååñÿ ôàçîâîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì è óäîáíûì

äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèò íàì àíàëèòè÷åñêè âûâåñòè ìíîãèå

âàæíûå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè.

7.1.1 Ïðåäåëüíûé öèêë è ôàçà àâòîêîëåáàíèé

Ðàññìîòðèì M -ìåðíóþ (M � 2) äèññèïàòèâíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòå-

ìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà:1

dx

dt
= f (x); x = (x1; : : : ; xM ) : (7.1)

1 Ñèñòåìó ñ âíåøíåé ñèëîé ìîæíî çàïèñàòü ôîðìàëüíî êàê àâòîíîìíóþ,

åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ, ýêâèâàëåíòíóþ âðåìåíè. Ñ ôè-

çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàêàÿ ìàíèïóëÿöèÿ íå äåëàåò ñèñòåìó èñòèííî

àâòîíîìíîé, ïîñêîëüêó íà íîâóþ ïåðåìåííóþ ¾âðåìÿ¿ íåëüçÿ âîçäåéñòâî-

âàòü.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ óñòîé÷èâîå ðåøåíèå x0(t) = x0(t+

T0) ñ ïåðèîäîì T0. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïåðå-

ìåííûõ x) ýòîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåò èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ïðè-

òÿãèâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ, íàçûâàåìàÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì (ðèñ. 7.1).

Äâèæåíèå òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî ýòîìó öèêëó ñîîò-

âåòñòâóåò àâòîêîëåáàíèÿì.2 Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì êëàññè÷åñêèì

ïðèìåðîì àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñëóæèò óðàâíåíèå Âàí-äåð-

Ïîëÿ [van der Pol 1920, 1927]

�x� 2� _x(1� �x
2) + !

2
0x = 0: (7.2)

Ïðè ìàëûõ � àâòîêîëåáàíèÿ â ýòîé ìîäåëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, à

ïðè áîëüøèõ � èìåþò ðåëàêñàöèîííûé õàðàêòåð.

Íàøåé ïåðâîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äâèæåíèé â òåðìèíàõ

ôàçû. Ìû ââåäåì ôàçó � êàê êîîðäèíàòó âäîëü öèêëà, ìîíîòîííî

ðàñòóùóþ ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ è âîçðàñòàþùóþ íà 2� ïðè

êàæäîì îáîðîòå. Áîëåå òîãî, ìû ïîòðåáóåì ðàâíîìåðíîãî èçìåíåíèÿ

ôàçû âî âðåìåíè, ò.å. îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

d�

dt
= !0; (7.3)

2 Óìåñòíî ïðîòèâîïîñòàâèòü ýòó ñèòóàöèþ ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì â

êîíñåðâàòèâíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, êîòîðûå îáû÷íî íå èçîëèðîâàí-

íûå è íå ïðèòÿãèâàþùèå. Ïðè ýòîì èíîãäà íàáëþäàþòñÿ îïðåäåëåííûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè äâèæåíèé â òàêîé ñèñòåìå (íàïðèìåð,

ìåæäó ïåðèîäàìè îáðàùåíèÿ ïëàíåò â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå), íî ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå êàê ñèíõðîíèçàöèþ, à êàê ðåçîíàíñ.

1x

x2

Ðèñ. 7.1. Óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (æèðíàÿ êðèâàÿ) â äâóìåð-

íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Åãî ôîðìà ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò

îêðóæíîñòè, â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò äàæå îáðà-

çîâûâàòüñÿ óçëû. Ñîñåäíèå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê öèêëó.
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ãäå !0 = 2�=T0 åñòü ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé. Â äàëüíåéøåì, êîãäà

÷àñòîòà êîëåáàíèé áóäåò ìåíÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû è/èëè ñâÿ-

çè, íàì ïîíàäîáèòñÿ îòëè÷àòü åå îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé àâòîíîì-

íîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü !0 àâòîíîìíîé ÷àñòî-

òîé. Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ ôàçà âñåãäà ñóùå-

ñòâóåò, åå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîé íåðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ

2�-ïåðèîäè÷åñêîé óãëîâîé ïåðåìåííîé � íà öèêëå ñ ïîìîùüþ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ

� = !0

Z
�

0

�
d�

dt

��1
d�: (7.4)

Ñèñòåìíûå ïåðåìåííûå x, âçÿòûå íà öèêëå, ÿâëÿþòñÿ 2�-ïåðèîäè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ôàçû.

Èç (7.3) ñëåäóåò î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî ôàçû: ýòà ïåðåìåííàÿ

íåéòðàëüíî óñòîé÷èâà. Äåéñòâèòåëüíî, âîçìóùåíèå ôàçû îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííûì, îíî íå ðàñòåò è íå óáûâàåò âî âðåìåíè. Â òåðìèíàõ

óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé

öèêë èìååò îäèí íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé âîçìóùåíèÿì âäîëü öèêëà (äðóãèå ïîêàçàòåëè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì, îòðèöàòåëüíû). Ýòîò ôàêò îòðàæàåò

ñâîéñòâî àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � îíè èíâàðèàíòíû ïî

îòíîøåíèþ ê ñäâèãó âðåìåíè: åñëè x(t) åñòü çàâèñÿùåå îò âðåìåíè

ðåøåíèå, òî òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè ñî ñäâèíóòûì àðãóìåíòîì

x(t+�t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïðè äâèæåíèè ïî ïðåäåëüíîìó

öèêëó ñäâèã âðåìåíè �t ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ôàçû �� = !0�t. Íà

ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçà óñòîé÷èâà, íî íå

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

7.1.2 Ìàëûå âîçìóùåíèÿ è èçîõðîíû

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå ìàëîé âíåøíåé ñèëû íà àâòîêîëåáàíèÿ.

Âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

dx

dt
= f (x) + "p(x; t); (7.5)

ãäå ñèëà "p(x; t) = "p(x; t + T ) èìååò ïåðèîä T , â îáùåì ñëó÷àå

îòëè÷íûé îò T0. Ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàëîìó ïàðàìåòðó "; íèæå

ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ýôôåêòû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ".

Âíåøíÿÿ ñèëà óâîäèò òðàåêòîðèþ ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, íî èç-

çà òîãî, ÷òî îíà ìàëà, à öèêë óñòîé÷èâ, òðàåêòîðèÿ òîëüêî ñëåãêà
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îòêëîíÿåòñÿ îò èñõîäíîé x0(t), ò.å. îíà ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.3 Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèÿ

â ïîïåðå÷íîì ê öèêëó íàïðàâëåíèè ìàëû.4 Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

ýòîìó, âîçìóùåíèÿ ôàçû ìîãóò áûòü áîëüøèìè: ñèëà ìîæåò ëåãêî

äâèãàòü ôàçîâóþ òî÷êó âäîëü öèêëà. Íà ýòîé êà÷åñòâåííîé êàðòèíå

îñíîâûâàåòñÿ èäåÿ îïèñûâàòü âîçìóùåííûå äâèæåíèÿ òîëüêî ñ ïîìî-

ùüþ ôàçû, ó÷èòûâàÿ ïîïåðå÷íûå ê ïðåäåëüíîìó öèêëó îòêëîíåíèÿ

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî îïðåäåëèòü ôàçó

àâòîíîìíîé ñèñòåìû (7.1) íå òîëüêî íà ïðåäåëüíîì öèêëå, íî è â

åãî îêðåñòíîñòè. Åñòåñòâåííûé è óäîáíûé ñïîñîá òàêîãî îïðåäåëå-

íèÿ áûë ïðåäëîæåí Winfree [1980] è Guckenheimer [1975], ñì. òàêæå

[Kuramoto 1984].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé,

êîòîðàÿ áû âðàùàëàñü ðàâíîìåðíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.3) íå òîëüêî

íà öèêëå, íî è âáëèçè íåãî. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûå

èçîõðîíû [Winfree 1967; Guckenheimer 1975]. Ïîñòðîåíèå ýòèõ êðèâûõ

â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 7.2.

Áóäåì íàáëþäàòü íàøó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (7.1) ñòðîáîñêîïè÷å-

3 Ïðè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèÿõ, êîãäà ïðåäåëüíûé öèêë îñîáåííî óñòîé-

÷èâ, îòêëîíåíèÿ îò öèêëà ìàëû è ïðè íå î÷åíü ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû.

Ýòè êîëåáàíèÿ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ îäíîé ëèøü ôàçîâîé ïåðåìåííîé, ìû

çàéìåìñÿ èìè â ðàçäåëå 7.3.
4 Ïåðåìåííûå â ïîïåðå÷íûõ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó íàïðàâëåíèÿõ ìîæíî

îáîáùåííî íàçûâàòü àìïëèòóäîé. Â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ýòî îïðåäåëåíèå, îäíàêî, íå îäíîçíà÷íî.

I

*

(φ)

x

Ðèñ. 7.2. Èçîõðîíû I(�) â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öè-

êëà. Îíè èíâàðèàíòíû ïðè ñòðîáîñêîïè÷åñêîì (ñ ïåðèîäîì öèêëà T0)

îòîáðàæåíèè, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïîêàçàíû ïóíêòèðîì.
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ñêè, ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè â òî÷íîñòè ðàâíûå ïåðèîäó àâòîêîëå-

áàíèé T0. Òîãäà èç (7.1) ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå

x(t)! x(t+ T0) � �(x):

Âñå òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îòî-

áðàæåíèÿ, è âñå ñîñåäíèå òî÷êè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íèì. Âûáåðåì

òî÷êó íà öèêëå x� è ðàññìîòðèì òå òî÷êè â åå îêðåñòíîñòè, êîòîðûå

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåé ïîä äåéñòâèåì �. Îíè îáðàçóþò (M�1)-ìåðíóþ
ãèïåðïîâåðõíîñòü I, íàçûâàåìóþ èçîõðîíîé, ïåðåñåêàþùóþ ïðåäåëü-

íûé öèêë â òî÷êå x�. Ãèïåðïîâåðõíîñòü èçîõðîíû ìîæíî ïðîâåñòè

÷åðåç ëþáóþ òî÷êó íà öèêëå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïàðàìåòðèçîâàòü

ýòè ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîé I(�) (ðèñ. 7.2). Òåïåðü ìîæ-

íî îáîáùèòü îïðåäåëåíèå ôàçû íà îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà,

òðåáóÿ, ÷òîáû ôàçà áûëà ïîñòîÿííà íà êàæäîé èçîõðîíå I(�). Òàêèì

îáðàçîì ôàçà îïðåäåëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà � ïî

êðàéíåé ìåðå â òîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò èçîõðîíû.

Ñìûñë íàçâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé I(�) î÷åâèäåí: ïîòîê, çàäàâàåìûé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (7.1), ïåðåâîäèò ýòè ïîâåðõíîñòè äðóã â äðó-

ãà. Èç ýòîé êîíñòðóêöèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ôàçû ïîä-

÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ (7.3), ïîñêîëüêó èçîõðîíû âðàùàþòñÿ ñ òîé

æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è òî÷êè íà öèêëå. Áîëåå òîãî, ïðè îáîðîòå çà

âðåìÿ T0 ýòè ãèïåðïîâåðõíîñòè îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòî-

ìó îíè îáëàäàþò îäíèì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: åñëè ìû âûáåðåì

òàêóþ ïîâåðõíîñòü â êà÷åñòâå ñåêóùåé Ïóàíêàðå, òî îòîáðàæåíèå

Ïóàíêàðå áóäåò èìåòü îäíî è òî æå âðåìÿ âîçâðàòà äëÿ âñåõ òî÷åê

íà ñåêóùåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçîõðîíû õîðîøî îïðåäåëåíû êàê

äëÿ óñòîé÷èâîãî, òàê è äëÿ ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååòñÿ â âèäó íåóñòîé÷èâîñòü ïî âñåì

ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì, òàê ÷òî öèêë ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì â

îáðàòíîì âðåìåíè, è òîãäà èçîõðîíû ìîæíî îïðåäåëèòü), íî îíè íå

îïðåäåëåíû äëÿ ñåäëîâûõ öèêëîâ, èìåþùèõ êàê óñòîé÷èâûå, òàê è

íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ.

7.1.3 Ïðèìåð: óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû

Ðàññìîòðèì îäèí êîíêðåòíûé ïðèìåð ñèñòåìû ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì

è îïðåäåëèì ôàçó è èçîõðîíû. Çàïèøåì ñèñòåìó â êîìïëåêñíîì

âèäå êàê óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

A. Êàê ìû óâèäèì íèæå â ðàçäåëå 7.2, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò
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ñëàáîíåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ, è A åñòü èõ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòó-

äà, ñð. ñ (7.41). Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò

óðàâíåíèåì Ëàíäàó�Ñòþàðòà èëè ìîäåëüþ ¾ëÿìáäà�îìåãà¿:

dA

dt
= (1 + i�)A� (1 + i�)jAj2A: (7.6)

Çàïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ A = Re
i�, ïîëó-

÷èì ëåãêî ðàçðåøèìóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dR

dt
= R(1�R

2); (7.7)

d�

dt
= � � �R

2
: (7.8)

Ïðåäåëüíûé öèêë åñòü åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü R = 1 è ðåøåíèå ñ

ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R0 = R(0), �0 = �(0) èìååò

âèä

R(t) =

�
1 +

1�R
2
0

R
2
0

e
�2t

��1=2
;

�(t) = �0 + (� � �)t�
�

2
ln(R2

0 + (1�R
2
0)e

�2t):

(7.9)

Íà ïðåäåëüíîì öèêëå óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ � âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ !0 = � � � è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ôàçîé �. Îäíà-

êî, åñëè àìïëèòóäà íå ðàâíà åäèíèöå, ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíûé

íàáåã ôàçû èç-çà ñëàãàåìîãî â (7.8), ïðîïîðöèîíàëüíîãî �. Èç (7.9)

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû ðàâåí �� lnR0.

Ïîýòîìó íà âñåé ïëîñêîñòè (R; �) ôàçó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

�(R; �) = � � � lnR: (7.10)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôàçà äåéñòâèòåëüíî âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî:

d�

dt
=
d�

dt
� �

_R

R
= � � �:

Èçîõðîíû åñòü ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû �, íà ïëîñêîñòè (R; �) îíè

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè

� � � lnR = constant:

Ïðè � = 0 ñïèðàëè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðÿìûå � = �. Íà ýòîì ïðèìåðå

óäîáíî îáñóäèòü ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè êîëåáàíèé. Ñ ôèçè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, ïîä èçîõðîííûìè êîëåáàíèÿìè ÷àñòî ïîíèìàþò òàêèå,

ó êîòîðûõ ÷àñòîòà íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû, à ïîä íåèçîõðîííûìè
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� êîëåáàíèÿ ñ çàâèñÿùåé îò àìïëèòóäû ÷àñòîòîé (â íàøåì ïðèìåðå

àìïëèòóäà � ýòî ïåðåìåííàÿ R). Ýòî îïðåäåëåíèå, îäíàêî, íå îäíî-

çíà÷íî, ïîñêîëüêó âíå ïðåäåëüíîãî öèêëà ôàçó è, ñîîòâåòñòâåííî,

àìïëèòóäó, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ðàçíîìó. Åñëè ìû ïðèìåì ââåäåí-

íîå âûøå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà èçîõðîíàõ, òî ÷àñòîòà áóäåò

ïîñòîÿííîé è ëþáîé îñöèëëÿòîð áóäåò èçîõðîííûì. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ÷àñòîòà, îïðåäåëåííàÿ ïî óãëîâîé ñêîðîñòè óãëîâîé ïåðåìåííîé

� â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.8) è çàâèñèò

îò àìïëèòóäû. Ìû ïðåäïî÷èòàåì ïðèäåðæèâàòüñÿ âòîðîãî ïîäõîäà è

íàçûâàòü îñöèëëÿòîð (7.6) èçîõðîííûì, åñëè � = 0, è íåèçîõðîííûì

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â òåðìèíàõ èçîõðîí, ìîæíî íàçûâàòü îñöèë-

ëÿòîð èçîõðîííûì, åñëè èçîõðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïðåäåëüíî-

ìó öèêëó, è íåèçîõðîííûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ýòî

îïðåäåëåíèå âñå åùå íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó îíî íå èíâàðèàíòíî ê

çàìåíàì ïåðåìåííûõ.

7.1.4 Óðàâíåíèå ôàçîâîé äèíàìèêè

Îïðåäåëèâ ôàçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà, ìû

ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå (7.3) â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê

d�(x)

dt
= !0: (7.11)

Ïîñêîëüêó ôàçà ãëàäêî çàâèñèò îò êîîðäèíàò x, ìîæíî âûðàçèòü åå

ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â âèäå

d�(x)

dt
=
X
k

@�

@x
k

dx
k

dt
; (7.12)

÷òî âìåñòå ñ (7.1) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþX
k

@�

@x
k

f
k
(x) = !0:

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó (7.5). Èñïîëüçóÿ ¾íåâîç-

ìóùåííîå¿ îïðåäåëåíèå ôàçû è ïîäñòàâëÿÿ (7.5) â (7.12), ïîëó÷èì

d�(x)

dt
=
X
k

@�

@x
k

(f
k
(x) + "p

k
(x; t)) = !0 + "

X
k

@�

@x
k

p
k
(x; t): (7.13)

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ìàë (ïðîïîðöèîíàëåí "), è îòêëîíåíèÿ

x îò ïðåäåëüíîãî öèêëà x0 òàêæå ìàëû. Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè ìîæíî ýòèìè îòêëîíåíèÿìè ïðåíåáðå÷ü è âû÷èñëèòü ïðàâûå

÷àñòè íà ïðåäåëüíîì öèêëå:
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d�(x)

dt
= !0 + "

X
k

@�(x0)

@x
k

p
k
(x0; t): (7.14)

Ïîñêîëüêó òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ ôàçîé

�, ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî ôàçó:

d�

dt
= !0 + "Q(�; t); (7.15)

ãäå

Q(�; t) =
X
k

@�(x0(�))

@x
k

p
k
(x0(�); t):

Îòìåòèì, ÷òî Q åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � è T -ïåðèîäè÷åñ-

êàÿ ôóíêöèÿ t.

7.1.5 Ïðèìåð: íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå äëÿ
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-

òîðà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (7.6), êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì êàê

ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= x� �y � (x2 + y

2)(x� �y) + " cos!t;

dy

dt
= y + �x� (x2 + y

2)(y + �x):

Ïåðåïèñûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ôàçû (7.10) â âèäå

� = tan�1
y

x
�
�

2
ln(x2 + y

2);

ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (7.15):

d�

dt
= !0 + "

@�

@x
cos!t = � � �� "(� cos�+ sin�) cos!t;

èç êîòîðîãî, åñëè îáîçíà÷èòü tan�0 = 1=�, ñëåäóåò

d�

dt
= � � �� "

p
1 + �2 cos(�� �0) cos!t : (7.16)

Óðàâíåíèå (7.15) ñëóæèò áàçîâûì óðàâíåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ äè-

íàìèêè ôàçû àâòîêîëåáàíèé â ïðèñóòñòâèè ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé

âíåøíåé ñèëû. Èññëåäîâàòü åãî ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Åñëè

íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé áîëüøå íå äåëàòü, òî ìû ïðèäåì ê àíàëèçó,

ïðåäñòàâëåííîìó íèæå â ðàçäåëå 7.3. Çäåñü æå ìû âîñïîëüçóåìñÿ åùå

ðàç ìàëîñòüþ ïàðàìåòðà " è óïðîñòèì óðàâíåíèå äëÿ ôàçû.
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7.1.6 Ìåäëåííàÿ äèíàìèêà ôàçû

Â ¾íóëåâîì¿ ïðèáëèæåíèè, åñëè ïðåíåáðå÷ü äåéñòâèåì âíåøíåé ñè-

ëû (ò.å. åñëè " = 0), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.15) èìååò âèä

� = !0t+ �0: (7.17)

Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â ôóíêöèþ Q. Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ 2�-

ïåðèîäè÷íà ïî � è T -ïåðèîäè÷íà ïî t, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå è çàïèñàòü

Q(�; t) =
X
l;k

a
l;k
e
ik�+il!t

; (7.18)

ãäå ! = 2�=T � ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû. Ïîäñòàâëÿÿ (7.17) â (7.18)

ïîëó÷èì

Q(�; t) =
X
l;k

a
l;k
e
ik�0e

i(k!0+l!)t: (7.19)

Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Q ñîäåðæèò êàê áûñòðî îñöèëëèðóþùèå (ïî

ñðàâíåíèþ ñ âðåìåííûì ìàñøòàáîì 1=") ÷ëåíû, òàê è ìåäëåííî ìåíÿ-

þùèåñÿ. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ òå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò ðåçîíàíñíîìó

óñëîâèþ

k!0 + l! � 0:

Áóäó÷è ïîäñòàâëåííûìè â (7.15), áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ÷ëåíû

ïðèâîäÿò ê îòêëîíåíèÿì ôàçû ïîðÿäêà O("), â òî âðåìÿ êàê ðå-

çîíàíñíûå ÷ëåíû â ðÿäå (7.19) ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì (õîòÿ è

ìåäëåííûì â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðà ") èçìåíåíèÿì ôàçû è ïîýòî-

ìó îñîáåííî âàæíû äëÿ äèíàìèêè. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ñóùå-

ñòâåííûå ïðîöåññû âûäåëÿþòñÿ, åñëè óñðåäíèòü ñèëó (7.19), îñòàâèâ

òîëüêî ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû. Êàêèå ÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ðåçîíàíñà, çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû

! è àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé !0. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè äâå ÷àñòîòû

ïðîñòî áëèçêè äðóã ê äðóãó, ! � !0. Òîãäà ðåçîíàíñíû òîëüêî ÷ëåíû

ñ k = �l. Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷èì íîâóþ, óñðåäíåííóþ ñèëóX
l=�k

a
l;k
e
ik�+il!t =

X
k

a�k;ke
ik(��!t) = q(�� !t): (7.20)

Óñðåäíåííàÿ ñèëà q åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà è

ñîäåðæèò âñå ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû. Ïîäñòàâëÿÿ åå â (7.15), ïîëó÷èì

d�

dt
= !0 + "q(�� !t): (7.21)



7.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà Æ
��
��
��
��
��
k241

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ � ðàçíîñòü ôàçû êîëåáàíèé è ôàçû âíåø-

íåé ñèëû:

 = �� !t: (7.22)

Ïåðåìåííóþ  ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìåäëåííóþ ôàçó âî âðàùàþ-

ùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ââåäåì òàêæå ðàññòðîéêó ÷àñòîò ñîãëàñíî

� = ! � !0 (7.23)

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

d 

dt
= �� + "q( ): (7.24)

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî

îíî îïèñûâàåò è áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå ðåçîíàíñà ìåæäó

÷àñòîòîé ñèëû ! è àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé !0 èìååò âèä

! �
m

n
!0; (7.25)

ãäå m è n öåëûå ÷èñëà, íå èìåþùèå îáùåãî äåëèòåëÿ. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû â (7.19) ñîäåðæàò âûðàæåíèÿ

òèïà ei(jm!0�jn!)t. Òîãäà âìåñòî (7.20) ïîëó÷àåìX
l=�nj;k=mj

a
l;k
e
i(k�+l!t) =

X
j

a�nj;mje
ij(m��n!t) =

= q̂(m�� n!t); (7.26)

ãäå q̂(�) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ ôàçû òåïåðü

ïðèíèìàåò âèä

d�

dt
= !0 + "q̂(m�� n!t): (7.27)

Ââîäÿ ðàçíîñòü ôàç êàê

 = m�� n!t;

ïîëó÷èì

d 

dt
= �� + "mq̂( ); (7.28)

ãäå ðàññòðîéêà ðàâíà � = n! � m!0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîò æå

âèä, ÷òî è (7.24). Ïðîñòåéøàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýòî sin(�),
òàê ÷òî ïðîñòåéøàÿ ôîðìà óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçû åñòü

d 

dt
= �� + " sin : (7.29)

Ýòî óðàâíåíèå èíîãäà íàçûâàþò óðàâíåíèåì Àäëåðà [Adler 1946].
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7.1.7 Ìåäëåííàÿ äèíàìèêà ôàçû: çàõâàò ôàçû è
îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

Çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (7.24) � íåëèíåéíî-

ãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ôàçó  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, îò �1
äî1, ëèáî, èñïîëüçóÿ 2�-ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè q, íà îêðóæíîñòè

0 �  < 2�. Ïîñêîëüêó ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ìû

áóäåì â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà ïîëüçîâàòüñÿ òî îäíèì, òî äðóãèì.

Óðàâíåíèå (7:24) çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, " è �. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ èçíà÷àëüíûì óðàâíåíèåì (7.5), " ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

àìïëèòóäó âíåøíåé ñèëû. Ïàðàìåòð �, ñîãëàñíî (7.23), åñòü ðàñ-

ñòðîéêà ÷àñòîò, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé è ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû. Ïðè âûâîäå (7.24) ðàññòðîéêà ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîé,

ôàêòè÷åñêè ïîðÿäêà ". Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñå îñîáåííîñòè ôîðìû

ïðåäåëüíîãî öèêëà â àâòîíîìíîé ñèñòåìå (7.1) è âñå îñîáåííîñòè

âíåøíåé ñèëû ó÷òåíû â ôóíêöèè q( ).

Â óðàâíåíèè (7.24) âîçìîæíû äâà òèïà ïîâåäåíèÿ ôàçû  , îíè

ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.3. Ôóíêöèÿ q( ) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

 è ïîýòîìó èìååò íà èíòåðâàëå [0; 2�) ìàêñèìóì qmax è ìèíèìóì

qmin; â îáùåì ñëó÷àå ýòè ýêñòðåìóìû íå âûðîæäåíû. Ïîýòîìó, åñëè

ðàññòðîéêà � ëåæèò â èíòåðâàëå

"qmin < � < "qmax; (7.30)

òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà íåïîäâèæíûõ òî÷åê (7.24),

ò.å. ïàðà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ôàçû  . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíà

èç ýòèõ òî÷åê óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè), à äðóãàÿ íåóñòîé÷èâà; â

îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïàð óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ

ψψψ

ψ
0 2π 0 2π

(a) (b) (c)

ψ ψ
0 2π

Ðèñ. 7.3. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7.24) âíóòðè (a), íà ãðàíèöå (b),

è âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (c). Óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ íåïî-

äâèæíûå òî÷êè îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè � è Æ. Íà ðèñóíêå (b) ïîêàçàí

ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè, ïðè êîòîðîì óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ

òî÷êè ñëèâàþòñÿ, îáðàçóÿ ïîëóóñòîé÷èâóþ òî÷êó (êâàäðàò �).
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òî÷åê (åñëè ôóíêöèÿ q èìååò áîëåå äâóõ ýêñòðåìóìîâ). Ïîýòîìó

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7.30) ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê îäíîé èç

óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è îñòàåòñÿ â íåé, òàê ÷òî âðàùàþ-

ùàÿñÿ ôàçà ïîñòîÿííà,  =  s. Äëÿ èñõîäíîé ôàçû � ýòî îçíà÷àåò

âðàùåíèå ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû:

� = !t+  s; (7.31)

ýòî êàê ðàç è åñòü ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè. Îí ñóùåñòâóåò âíóòðè

îáëàñòè (7.30) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (�; "), íàçûâàåìîé îáëàñòüþ

ñèíõðîíèçàöèè (ðèñ. 7.4a). ×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ôàçà àâòîêîëåáàíèé �

ñëåäèò çà âíåøíåé ñèëîé !t, è ýòîò ðåæèì íàçûâàþò çàõâàòîì ôàçû.

Äðóãîé ÷àñòî èñïîëüçóåìûé òåðìèí � çàõâàò ÷àñòîòû, îí îçíà÷àåò,

÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè ðàññòðîéêà ëåæèò âíå èí-

òåðâàëà (7.30). Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôàçû  ïî âðåìåíè âñå âðåìÿ

ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) è ÷àñòîòà êîëåáàíèé îòëè÷àåòñÿ îò ÷à-

ñòîòû âíåøíåé ñèëû !. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.24) ìîæíî ôîðìàëüíî

çàïèñàòü êàêZ
 

d 

"q( )� �
= t;

îíî îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ìåäëåííîé ôàçû îò âðåìåíè,  =  (t).

Ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T
 
, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

T
 
=

����
Z 2�

0

d 

"q( )� �

���� : (7.32)

Ôàçà � âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî,

� = !t+  (t); (7.33)

è â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ x(�) îò âðåìåíè � êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñ äâóìÿ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè).5

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äèíàìèêè âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ñëóæèò ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ôàçû, ìû íàçîâåì åå íàáëþäàå-

ìîé ÷àñòîòîé. Ïîñêîëüêó ôàçà  èñïûòûâàåò ïðèðàùåíèå íà �2�

5 Ëþáóþ èç ïåðåìåííûõ xi ìîæíî çàïèñàòü êàê 2�-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ ïåðåìåííûõ �1 = !t è �2 = 
 t, ÷òî â ñëó÷àå íåñîèçìåðèìûõ ÷àñòîò

! è 
 = 2�=T äàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ âðåìåíè.
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çà âðåìÿ T
 
, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà âðàùåíèé ìåäëåííîé ôàçû  , ÷àñòî

íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòîé áèåíèé, ðàâíà



 
= 2�

�Z 2�

0

d 

"q( ) � �

��1
: (7.34)

Ñîîòâåòñòâåííî, íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà 
 èñõîäíîé ôàçû � ðàâíà

h _�i = 
 = ! +

 
:

(Ñêîáêè hi îáîçíà÷àþò çäåñü óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.) ×àñòîòà áèåíèé
åñòü ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäàåìîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé è ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ÷àñòîòà áèåíèé 

 
ìîíîòîííî çàâèñèò îò ðàñ-

ñòðîéêè �. Áîëåå òîãî, âáëèçè ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî

îöåíèòü ýòó çàâèñèìîñòü àíàëèòè÷åñêè. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà �

ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðîèñõîäèò ïðè � = "qmax;min, ãäå óñòîé÷è-

âàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò ÷åðåç

áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë, ñì. ðèñ. 7.3. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè ïåðåõîä ïðè �max = "qmax. Åñëè � � �max ìàëî, òî âûðàæåíèå

j"q( ) � �j î÷åíü ìàëî â îêðåñòíîñòè òî÷êè  max, òàê ÷òî òîëüêî

ýòà îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà (7.34). Ðàñêëàäûâàÿ

ôóíêöèþ q( ) â ðÿä âáëèçè  max è óñòðåìëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì êîðíåâóþ çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû

áèåíèé (7.34)

j

 
j � 2�

����
Z 1

�1

d 

"

2
q00( max) 2 � (� � �max)

����
�1

=
p
"jq00( max)j � (� � �max) �

p
(� � �max): (7.35)

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áèåíèé îò ðàññòðîéêè � ïîêàçàíà íà

ðèñ. 7.4b.

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà äèíàìèêà ôàçû

 î÷åíü íåîäíîðîäíà ïî âðåìåíè (ðèñ. 7.5). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ðåæèìå òðàåêòîðèÿ ïðîâîäèò äîëãîå âðåìÿ (ïðîïîðöèîíàëüíîå (� �
�max)

�1=2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè  max, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (7.24) áëèçêà

ê íóëþ. Ýòè äîëãèå ïåðèîäû ïî÷òè ïîñòîÿííîé ôàçû  �  max

ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ïåðåìåæàþòñÿ ñ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèìè èí-

òåðâàëàìè âðåìåíè, íà êîòîðûõ ôàçà  óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøàåò-

ñÿ) íà 2�; ýòè ñîáûòèÿ íàçûâàþò ïðîñêîêàìè ôàçû. Òàêèì îáðàçîì,

âðàùåíèå ôàçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ (ñ ïåðèîäîì

T
 
(7.32)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñêîêîâ. Ìåæäó íèìè îñöèëëÿòîð
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ïðàêòè÷åñêè ñèíõðîíèçîâàí âíåøíåé ñèëîé, è åãî ôàçà ïî÷òè çàõâà-

÷åíà. Âî âðåìÿ ïðîñêîêà ôàçà îñöèëëÿòîðà ñîâåðøàåò îäèí äîïîë-

íèòåëüíûé îáîðîò ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåé ñèëå (èëè îòñòàåò îò íåå

íà îäèí îáîðîò). Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ïðèáëèæåíèè (ìåäëåííàÿ

äèíàìèêà ôàçû  ) äëèòåëüíîñòü ïðîñêîêà ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà

êîëåáàíèé, õîòÿ è ìíîãî ìåíüøå èíòåðâàëà ìåæäó íèìè. Ïåðåõîä ê

ñèíõðîíèçàöèè âûãëÿäèò êàê óâåëè÷åíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó

ïðîñêîêàìè ñîãëàñíî (7.35), ïîêà ýòè èíòåðâàëû íå îáðàùàþòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êå áèôóðêàöèè.

7.1.8 Èòîãè ðàññìîòðåíèÿ ôàçîâîé äèíàìèêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ àâòîêîëåáà-

íèÿìè ïîä äåéñòâèåì ñëàáîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî " (àìïëèòóäå ñèëû), ñèëà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ôàçó êîëåáàíèé,

â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäà âîçìóùàåòñÿ ìàëî. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìå-

òðîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ �; " (ðàññòðîéêà � àìïëèòóäà) ñóùåñòâóåò

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (7.30), ñì. ðèñ. 7.4a. Ýòà îáëàñòü îãðàíè÷èâà-

åòñÿ äâóìÿ ïðÿìûìè, íàêëîíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè

ôóíêöèè q (7.20). Âíóòðè ýòîé îáëàñòè ìåäëåííàÿ ôàçà  ïðèíèìàåò

óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå (èëè îäíî èç âîçìîæíûõ óñòîé÷è-

âûõ çíà÷åíèé), è ôàçà êîëåáàíèé � âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé

ñèëû. Ïðè ýòîì ïðîöåññ x(t) ïåðèîäè÷åí ñ ïåðèîäîì âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ. Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ôàçà � âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé,

îòëè÷íîé îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû, è ïðîöåññ x(t) â îáùåì ñëó÷àå

êâàçèïåðèîäè÷åñêèé. Îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò � ýòî ÷àñòî-

ν

(a)
ε

0

ν

Ωψ
(b)

Ðèñ. 7.4. (a) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ �; ". Â
ñîîòâåòñòâèè ñ (7.30) ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè � ïðÿìûå ëèíèè.

(b) Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áèåíèé îò ðàññòðîéêè ïðè ôèêñèðîâàííîé

àìïëèòóäå ñèëû.
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òà âíåøíåé ñèëû, äðóãàÿ � òàê íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòà áèåíèé � çàäàåòñÿ

âûðàæåíèåì (7.34). Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòîòà áèåíèé ðàñòåò

êàê êâàäðàòíûé êîðåíü ïàðàìåòðà (ñì. (7.35)); ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè

âûãëÿäèò êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíõðîííûõ ó÷àñò-

êîâ, ðàçäåëåííûõ 2�-ïðîñêîêàìè ôàçû.

Îïèñàííàÿ âûøå êàðòèíà îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè

àìïëèòóäû ". Íèæå ìû êðàòêî îáñóäèì, ÷òî ìåíÿåòñÿ ïðè ñðåäíåé

è áîëüøîé àìïëèòóäå ñèëû; áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç áóäåò äàí â

ðàçäåëå 7.3.

Ñðåäíÿÿ àìïëèòóäà ñèëû

Â ýòîì ñëó÷àå êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìèêè íå ìåíÿþòñÿ:

âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-

íèå ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû, à âíå ýòîé îáëàñòè � êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêîå. Êîëè÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ÷àñòîòû áèåíèé íà ïîðîãå ñèíõðîíè-

çàöèè � êîðíåâàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ (7.35) � îñòàåòñÿ òåì æå,

ïîñêîëüêó îíî îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì áèôóðêàöèè, à áèôóðêàöèÿ è ïðè

ñðåäíèõ àìïëèòóäàõ ñèëû èìååò òèï ñåäëî�óçåë. Îäíàêî îñòàëüíûå

õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñèíõðîíèçàöèè ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(i) Ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè ñðåäíèõ " � íå ïðÿìûå

0 100 200 300 400
×ÒÅÍÑ

0

10

20

30

ψ
(t

)/
2π

Ðèñ. 7.5. Äèíàìèêà ôàçû ñîãëàñíî (7.24) ïðè q( ) = sin , " = 1

(çäåñü ïàðàìåòð " ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå, à íå ìàëîìó çíà÷åíèþ, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ìàñøòàáà âðåìåíè) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ðàññòðîéêè: ñíèçó ââåðõ � = 1:001, 0, �1:01, �1:1.
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ëèíèè, à, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâûå. Åñëè â ðàçëîæåíèè Ôóðüå

(7.18) ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû îòñóòñòâóþò, òî îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ

â âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ, ò.å. êàê ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíûå

"
2, "3, è ò.ä. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ øèðèíà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

îñîáåííî ìàëà ïðè "! 0.

(ii) Â ñèíõðîííîì ðåæèìå ðàçíîñòü ôàç îñöèëëÿòîðà � è âíåøíåé

ñèëû áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, êàê âûòåêàåò èç (7.31), à

ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû) ôóíêöè-

åé âðåìåíè. Ïðè÷èíîé òîìó íåðåçîíàíñíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè

(7.18).

Áîëüøàÿ àìïëèòóäà ñèëû

Çäåñü ìîæåò ìåíÿòüñÿ è êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ñèíõðîíèçàöèè. Ïåðå-

õîä ê íåé ìîæåò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç äðóãèå áèôóðêàöèè. Áîëåå òîãî,

ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñëîæíûå ðåæèìû, âêëþ÷àÿ õàîñ � ìû îáñóäèì

ýòî â ðàçäåëå 7.3.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ìû è ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ìàëîé

ñèëû, ñèíõðîíèçàöèþ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ òåîðèè ëè-

íåéíîãî îòêëèêà. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ôèçèêà, ðàññìàòðèâàþùåãî

óðàâíåíèå (7.5), åñòåñòâåííî áûëî áû ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ìå-

òîä âîçìóùåíèé è ïðåäñòàâèòü îòêëèê â âèäå ðÿäà ïî ". Ìû óæå

çíàåì îòâåò è ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ýòîò ïîäõîä áóäåò ðàáîòàòü

òîëüêî âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-

íèå ìîæíî ïðèìåðíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìáèíàöèþ íåâîçìóùåííûõ

êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå !0 è âûíóæäåííîãî ðåøåíèÿ ñ ÷àñòîòîé !.

Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðîöåññ èìååò òîëüêî ÷àñòîòó !,

òàê ÷òî, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îòêëèê íà ÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ èìååò

ïîðÿäîê O(1) è åãî íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèåì ïî ". Ëèíåéíàÿ

èëè ñëàáîíåëèíåéíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ðàáîòàåò ïîòîìó, ÷òî

íåâîçìóùåííûå àâòîêîëåáàíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñèíãóëÿðíû,

ïîñêîëüêó ôàçà íåéòðàëüíà è ìîæåò èñïûòûâàòü áîëüøèå, ïîðÿäêà

O(1), îòêëîíåíèÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñèëå. Äðóãèì ïðîÿâëåíèåì

ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè ñëóæèò äîâîëüíî íåîáû÷íàÿ äëÿ ôèçèêè çàâè-

ñèìîñòü íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îò ðàññòðîéêè: ó íåå åñòü èäåàëüíûé

ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè êîíå÷íûìè òî÷-

êàìè (ðèñ. 7.4b). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàêèå ¾ñòóïåíüêè¿ âñòðå-

÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, èõ ìîæíî îáúÿñíèòü ïðîÿâëåíèåì

ñèíõðîíèçàöèè (ñì. îáñóæäåíèå ñòóïåíåê Øàïèðî â âîëüòàìïåðíîé

õàðàêòåðèñòèêå êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà â ðàçäåëå 4.1.8).
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7.2 Ñëàáî íåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû èñïîëüçîâàëè ìàëîñòü ñèëû, ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ôàçû. Â îáùåì ñëó÷àå âíåøíåå âîçäåéñòâèå

âëèÿåò è íà ôàçó, è íà àìïëèòóäó, è ïîñëåäíèì ýôôåêòîì ïðåíåáðå-

ãàòü íåëüçÿ. Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, îñîáåííî êîãäà àìïëèòóäû êîëå-

áàíèé è ñèëû âåëèêè, íå îñòàåòñÿ íè÷åãî äðóãîãî, êàê èññëåäîâàòü

ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÷èñëåííî. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé,

êîãäà ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò áûòü â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêè: ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ìàëîñòü è ñèëû,

è àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé. Ìàëîñòü àìïëèòóäû áóäåò ïîíèìàòüñÿ

â ñìûñëå áëèçîñòè àâòîêîëåáàíèé ê ëèíåéíûì êîëåáàíèÿì; áåçðàç-

ìåðíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì ñëóæèò îòíîøåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé ê

õàðàêòåðíîìó âðåìåíè èçìåíåíèé àìïëèòóäû. Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî

ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ óñðåäíåííûõ

(ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé) àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

äàåò ðåøåíèå äëÿ öåëîãî êëàññà ñëàáîíåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì.

7.2.1 Àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå

Ñëàáîíåëèíåéíûå ñèñòåìû ïîäðîáíî îïèñàíû â ëèòåðàòóðå (ñì., íà-

ïðèìåð, ìîíîãðàôèè [Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé 1961; Minorsky

1962; Õàÿñè 1964; Íàéôý 1979; Glendinning 1994]). Íå âõîäÿ â òåõ-

íè÷åñêèå äåòàëè, ìû äàäèì ñõåìó âûâîäà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé.

Èçëàãàåìûé ìåòîä ïðèìåíèì ê ñëàáîíåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì, ò.å.

ê ñèñòåìàì, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëàáî âîçìóùåííûé

(÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè) ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé !0:

�x+ !
2
0x = f(x; _x) + "p(t): (7.36)

Ýòî íå ñàìàÿ îáùàÿ ôîðìà âîçìóùåíèÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíî

ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x; _x) îïèñûâàåò àâ-

òîíîìíûé îñöèëëÿòîð, à ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè p(t) =

p(t+ T ) � âíåøíþþ ñèëó ñ ÷àñòîòîé ! = 2�=T . Ìû çàïèñàëè âíåø-

íþþ ñèëó êàê ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ìàëîìó ïàðàìåòðó ". ×ëåí

f òàêæå äîëæåí áûòü ìàë; óñëîâèå ýòîãî áóäåò äàíî ïîçæå.

Ïîñêîëüêó (7.36) áëèçêî ê óðàâíåíèþ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà,

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå áëèçêî ê ñèíóñîèäàëüíîìó ñ ïîêà íåèç-

âåñòíîé àìïëèòóäîé, ÷àñòîòîé è ôàçîé. Âñå ýòè âåëè÷èíû äîëæíû

áûòü â êîíöå êîíöîâ îïðåäåëåíû, íî íà ýòîé ñòàäèè ìîæíî âûáðàòü
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ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, è ïåðâûì âàæíûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ

âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî. Ïîñêîëüêó ìû îæèäàåì, ÷òî ÷àñòîòà

êîëåáàíèé ìîæåò ñîâïàäàòü (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ) ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû !, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

â ñëåäóþùåì êîìïëåêñíîì âèäå

x(t) = 1
2
(A(t)ei!t + c:c:); (7.37)

ò.å. â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ¾áàçîâîé¿ ÷àñòîòîé ! è çà-

âèñÿùåé îò âðåìåíè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé A(t). Îòìåòèì, ÷òî

ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà x(t) íå íàêëàäûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò !, åñëè àìïëèòóäà A

âðàùàåòñÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå (7.36) â âèäå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòî-

ðà ñ ÷àñòîòîé !, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè:

�x+ !
2
x = (!2 � !

2
0)x+ f(x; _x) + "p(t): (7.38)

Ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü òàêæå ìàëî, ò.å. íàøå ðàññìîòðåíèå

îãðàíè÷èâàåòñÿ äèàïàçîíîì ìàëûõ ðàññòðîåê ! � !0.

Ïåðåïèñûâàÿ (7.38) â âèäå ñèñòåìû

_x = y;

_y = � !
2
x+ (!2 � !20)x+ f(x; y) + "p(t)

è ââîäÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå6 ìåæäó y è A

y = 1
2
(i!A(t)ei!t + c:c:); (7.39)

ïîëó÷èì, ðàçðåøàÿ (7.37) è (7.39), ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êîì-

ïëåêñíîé àìïëèòóäû

_A =
e
�i!t

i!
� [(!2 � !

2
0)x+ f(x; y) + "p(t)]: (7.40)

Óñðåäíåíèå àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ

Äî ñèõ ïîð âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè òî÷íûìè, íî íîâîå óðàâíåíèå

íè÷óòü íå ïðîùå äëÿ ðåøåíèÿ, ÷åì èñõîäíîå (7.36). Èñïîëüçóåì òå-

ïåðü ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ è íàéäåì àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèìîå ïðè-

áëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ A. Ýòîò ïåðåõîä ìîæíî ñîâåðøèòü ìàòåìà-

òè÷åñêè ñòðîãî (ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èçâåñòíû êàê àñèìïòîòè÷åñêèé

ìåòîä [Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé 1961], ìåòîä óñðåäíåíèÿ [Íàéôý

6 Ïîñêîëüêó íîâàÿ ïåðåìåííàÿ A êîìïëåêñíà, äëÿ îäíîçíà÷íîãî åå îïðåäå-

ëåíèÿ íóæíî åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó (x; y) è A.
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1979], ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [Kahn 1990]), çäåñü ìû èçëîæèì òîëü-

êî îñíîâíóþ èäåþ. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (7.40) ìàëà, èçìåíåíèÿ A

ìîãóò áûòü ëèáî ìåäëåííûìè, åñëè îíè âåëèêè, ëèáî ìàëûìè, åñëè

îíè áûñòðûå, íàïðèìåð ñ ÷àñòîòîé ïîðÿäêà !. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìî-

òðåíèåì áîëüøèõ ìåäëåííûõ èçìåíåíèé, òî åñòü ïðåíåáðåæåì âñåìè

áûñòðûìè ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè (7.40). Ïðåíåáðåæåíèå ÷ëåíàìè

ñ áûñòðûìè êîëåáàíèÿìè (e�i!t; e�i2!t, è ò.ä.) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê óñðåäíåíèå ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé T = 2�=!; ïîýòîìó ýòîò ìåòîä

íàçûâàþò ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî:

íóæíî ïîäñòàâèòü x è y, âûðàæåííûå ÷åðåç A, â (7.40) è ïðåíåáðå÷ü

âñåìè îñöèëëèðóþùèìè ÷ëåíàìè. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ

çàäàííûõ f è p ýòî ìîæíî ñäåëàòü ÿâíî. Ìû æå õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî

ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ áîëüøîãî êëàññà ñèñòåì.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî óñðåäíåíèå ñëàãàåìîãî

e
�i!t

"p(t)

i!

îçíà÷àåò âçÿòèå ïåðâîé Ôóðüå-ãàðìîíèêè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

p(t), â îáùåì ñëó÷àå îíà íå ðàâíà íóëþ è ýòîò ÷ëåí äàåò êîìïëåêñíóþ

ïîñòîÿííóþ �i"E.
Äàëåå, ðàññìîòðèì âêëàä ôóíêöèè f :

e
�i!t

i!
f(x; y):

Ïóñòü f � ïîëèíîì ïî x; y, òîãäà ìû èìååì ïîëèíîì ïî Aei!t; A�e�i!t.

Èç âñåõ ñòåïåíåé âèäà (Aei!t)n(A�e�i!t)m ïîñëå óìíîæåíèÿ íà e�i!t è

óñðåäíåíèÿ îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñm = n�1. Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå
óñðåäíåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî ñëàãàåìûå âèäà g(jAj2) �A, ãäå g
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé âàæíû

òîëüêî ëèíåéíûå (/ A) è ïåðâûå íåëèíåéíûå (/ jAj2A) ñëàãàåìûå.
Íàêîíåö, óñðåäíåíèå ïåðâîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (7.40) ïðèâîäèò

ê ëèíåéíîìó ïî A ñëàãàåìîìó. Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå â âèäå

_A = �i
!
2 � !

2
0

2!
A+ �A� ( + i�)jAj2A� i"E: (7.41)

Çäåñü ìû ïîëàãàåì ïàðàìåòð � äåéñòâèòåëüíûì, òàê êàê ìíèìàÿ

÷àñòü ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà ñ ïåðâûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè.

Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ (7.2) ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèå (7.41) ñ � = 0 è  = ��=4.
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Íîâûå ïàðàìåòðû èìåþò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ïàðàìåòðû

� è  îïèñûâàþò ëèíåéíûé ðîñò è íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå êîëå-

áàíèé. ×òîáû àâòîêîëåáàíèÿ áûëè óñòîé÷èâûìè, íåîáõîäèì ðîñò

ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ è çàòóõàíèå ïðè áîëüøèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

� > 0;  > 0. Ïàðàìåòð � îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ÷à-

ñòîòû êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû, îí ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì,

òàê è îòðèöàòåëüíûì, è îáðàùàåòñÿ â íóëü â èçîõðîííîì ñëó÷àå (ñì.

îáñóæäåíèå â ðàçäåëå 7.1.3).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Äëÿ

(7.41) íåîáõîäèìà ìàëîñòü âñåõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ðàññòðîéêà j!�!0j è ëèíåéíûé èíêðåìåíò � ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé !0. Â ðåçóëüòàòå è íåëèíåéíûé ÷ëåí â

ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ìàë, ïîñêîëüêó àìïëèòóäà íåâîçìóùåííûõ àâ-

òîêîëåáàíèé åñòü jA0j2 = �=, è ïîýòîìó íåëèíåéíûé ÷ëåí � òîãî æå

ïîðÿäêà, ÷òî è ëèíåéíûé ÷ëåí �A. Ìàëîñòü ïàðàìåòðà � îçíà÷àåò,

÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ A = 0 ñëàáàÿ. Îáû÷íî

ýòî òàê âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè âîçíèêíîâåíèÿ ïðåäåëüíîãî öè-

êëà. Ïîýòîìó àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå (7.41) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

óðàâíåíèåì (íîðìàëüíîé ôîðìîé) âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé âáëèçè

áèôóðêàöèè Õîïôà.

Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìàñøòàáû äëÿ àìïëèòóäû A è

âðåìåíè, ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â (7.41). Êàêèå èç íèõ

äîëæíû îñòàòüñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàâèñèò îò ôèçè÷å-

ñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å î ñèíõðîíèçàöèè âàæíà

çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ âíåøíåé ñèëû, óäîáíî ïðè íîðìèðîâêå

èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà. Ââîäÿ íîâóþ àìïëèòóäó è

íîâîå âðåìÿ ñîãëàñíî

A =

r
�


a; t = �

�1
�; (7.42)

ïîëó÷èì

_a = �i�a+ a� jaj2a� i�jaj2a� ie; (7.43)

ãäå

� =
!
2 � !

2
0

2!�
� (! � !0)=�;

� = �=; e = "E
1=2
�
�3=2

:

(7.44)

Îòìåòèì íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ " (àìïëèòóäû

âíåøíåé ñèëû) è � (êâàäðàò àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé):

îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ¾ýôôåêòèâíîé¿ àìïëèòóäå ñèëû e â êîìáèíàöèè
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"�
�3=2. Íèæå ìû áóäåì âûäåëÿòü ðåæèìû ñëàáîãî (e . 1) è ñèëüíîãî

(e & 1) âîçäåéñòâèÿ; â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò " .

�
3=2 è " & �

3=2.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ (7.43), îïèøåì âêðàòöå,

÷òî ïðîèñõîäèò â îòñóòñòâèå ñèëû, e = 0. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

óðàâíåíèþ (7.6). Â íà÷àëå êîîðäèíàò a = 0 íàõîäèòñÿ íåóñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, à óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë a = e
�i(���)t

èìååò àìïëèòóäó 1 è ÷àñòîòó j�� � �j.7 Èç îáùåãî ðåøåíèÿ (7.9)

ìîæíî âèäåòü, ÷òî óãëîâàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòóäû, åñëè � 6=
0, è íå çàâèñèò ïðè � = 0. Ýòè äâå ñèòóàöèè ìû áóäåì íàçûâàòü

íåèçîõðîííûì è èçîõðîííûì ñëó÷àÿìè.

7.2.2 Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè: èçîõðîííûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé, ò.å. ïîëîæèì � = 0:

_a = �i�a+ a� jaj2a� ie: (7.45)

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (7.45), îáñóäèì ñìûñë ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèé â òåðìèíàõ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x / Re(a(t)ei!t); y /
Im(a(t)ei!t). Ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ a îòâå÷àþò ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ x; y ñ ÷àñòîòîé !. Ýòî ðåæèì èäåàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè

(çàõâàòà ôàçû): â ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû. Åñëè ðåøåíèå a(t) ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèò îò âðåìåíè,

òî â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ äâèæåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ñ äâóìÿ

íåçàâèñèìûìè ÷àñòîòàìè: îäíà � ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû, äðóãàÿ �

÷àñòîòà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.45). Îòìåòèì, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàëè÷èå âòîðîé (â äîïîëíåíèå ê !) ÷àñòîòû íå

îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò äåñèíõðîíèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàïè-

ñàòü a(t) = R(t)ei (t) è x(t) = Re(R(t)ei( (t)+!t)), òî íàáëþäàåìóþ

÷àñòîòó êîëåáàíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå


 = h _ i+ !: (7.46)

(Îòìåòèì, ÷òî  åñòü ïðàâèëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ôàçàìè îñöèëëÿ-

òîðà è âíåøíåé ñèëû, ñð. ñ (7.22).) ×ëåí h _ i çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ

òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (Re(a); Im(a)). Åñëè îíà

âðàùàåòñÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, òî h _ i 6= 0, â ïðîòèâíîì æå

ñëó÷àå èçìåíåíèÿ  ïðèâîäÿò òîëüêî ê ìîäóëÿöèè êîëåáàíèé, íî íå

7 Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòîòà çàâèñèò îò ðàññòðîéêè � äàæå â îòñóòñòâèå

ñèëû: ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû âûáðàëè ñèñòåìó îòñ÷åòà (7.37).
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ê èçìåíåíèþ ÷àñòîòû. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî (7.45) èíâàðèàíòíî

ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå � ! ��; e! �e; a! a
� è e! �e; a! �a,

òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî îáëàñòü � > 0; e > 0.

Èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (7.45) èìåþò äîëãóþ èñòîðèþ (ñì., íà-

ïðèìåð, [Appleton 1922; van der Pol 1927]), íî ïîëíàÿ êàðòèíà áûëà

óñòàíîâëåíà òîëüêî íåäàâíî Õîëìñîì è Ðýíäîì [Holmes and Rand

1978] (ñì. òàêæå [Argyris et al. 1994]). Çäåñü ìû îïèøåì òîëüêî îñíîâ-

íûå ýôôåêòû, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê öèòèðîâàííûì ðàáîòàì.

Ïðèìåðíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (7.45) ïîêàçàíà

íà ðèñ. 7.6. Íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ). Ïîëàãàÿ _a = 0, ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ

êâàäðàòà àìïëèòóäû R
2 = jaj2:

R
2(1�R

2)2 + �
2
R
2 = e

2
:

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, åñëè

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

|ν|

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

e

D

A

B

C

Ðèñ. 7.6. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé ïîä
âíåøíèì âîçäåéñòâèåì (7.45), â çàâèñèìîñòè îò ðàññòðîéêè � è (ïåðå-

íîðìèðîâàííîé) àìïëèòóäû ñèëû e. Â îáëàñòÿõ A è B åñòü óñòîé÷èâàÿ

òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîìó ñèíõðîíèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ

(â A äîïîëíèòåëüíî åñòü ïàðà íåóñòîé÷èâûõ òî÷åê). Â îáëàñòÿõ C

è D åñòü íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà è ïðåäåëüíûé öèêë; ðàçëè÷èå C è D

îáñóæäàåòñÿ â òåêñòå è íà ðèñ. 7.9. Ïåðåõîä îò A ê C îñóùåñòâëÿåòñÿ

÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë (æèðíàÿ êðèâàÿ) è ïîêàçàí íà ðèñ. 7.7

è 7.8. Ïåðåõîä B ! D ! C ïîêàçàí íà ðèñ. 7.9 è 7.10. Ëèíèÿ áè-

ôóðêàöèè Õîïôà (B ! D) ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé; ïåðåõîä îò

çàõâàòà ÷àñòîòû ê íåñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ (D ! C) ïîêàçàí øòðèõ-

ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Â îáëàñòè, îáîçíà÷åííîé ïðÿìîóãîëüíèêîì, íà-

áëþäàþòñÿ ñëîæíûå áèôóðêàöèè. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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9�2 + 1� (1� 3�2)3=2 <
27e2

2
< 9�2 + 1 + (1� 3�2)3=2;

è îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, åñëè ýòè íåðàâåíñòâà íå âûïîëíåíû.

Ïîýòîìó â (7.45) ìîæåò áûòü ëèáî òðè, ëèáî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâ-

íîâåñèÿ. Îáëàñòü ñ òðåìÿ ðåøåíèÿìè îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 7.6 A. Â

îáëàñòÿõ B, C è D åñòü òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëè-

íåàðèçàöèè (7.45), ÷òî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

�
2 + (4R2 � 2)�+ (1� 3R2)(1�R

2) + �
2 = 0:

Âèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû R, è â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âîçìîæíû ðàçíûå òèïû ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ (óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óçåë, ñåäëî, ôîêóñ). Íàèáîëåå

âàæíà áèôóðêàöèÿ Õîïôà ïðè 4R2 � 2 = 0, åé ñîîòâåòñòâóåò ãèïåð-

áîëà

e
2 = �

2
=2 +

1

8
;

ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè B è D íà ðèñ. 7.6.

Óæå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàðèñîâàòü ¾îãðóáëåííóþ¿ êàð-

òèíó ïåðåõîäîâ.8 Â îáëàñòÿõ A è B åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ðåøå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ; ýòî îáëàñòè èäåàëüíîé ñèíõðî-

íèçàöèè, ïðè êîòîðîé àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïîñòîÿííà, à ôàçà èìååò

ïîñòîÿííûé ñäâèã ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âíåøíåé ñèëû (êîíå÷íî, ýòè

âåëè÷èíû ïîñòîÿííû òîëüêî â ðàìêàõ ïðèíÿòîãî ïðèáëèæåíèÿ). Â

îáëàñòÿõ C è D ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì (7.45) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-

íûé öèêë; çäåñü âûíóæäåííûå àâòîêîëåáàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå.

Ïîëåçíî ïîñìîòðåòü, êàê ñèíõðîíèçàöèÿ âîçíèêàåò/èñ÷åçàåò ïðè

èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ e; �.9 Èç ðèñ. 7.6 ÿñíî, ÷òî ýòè áèôóðêàöèè

ðàçëè÷íû äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé e; ìû îáñóäèì ýòè äâà

ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè ìàëîé àìïëèòóäå âíåøíåé
ñèëû

Çàôèêñèðîâàâ ïàðàìåòð e ïðè íåêîòîðîì ìàëîì çíà÷åíèè (. 0:5)

è èçìåíÿÿ j�j, ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü ïåðåõîä èç îáëàñòè A â C.

Â îáëàñòè A åñòü òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ,

8 Ìû íå áóäåì îïèñûâàòü òîíêóþ ñòðóêòóðó áèôóðêàöèé âáëèçè òî÷êè � =

0:6; e = 0:5, ñì. äåòàëè â [Holmes and Rand 1978; Argyris et al. 1994].
9 Ýòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé ñèñòå-

ìû (7.41) ñîãëàñíî (7.44).
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óñòîé÷èâûé óçåë è ñåäëî. Â ìîìåíò áèôóðêàöèè ñåäëî è óçåë ñëèâà-

þòñÿ è ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.7 è 7.8.

Ñâîéñòâà ýòîãî ïåðåõîäà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ

â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè â ðàçäåëå 7.1. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, âåäü ðàç-

âèòàÿ â ðàçäåëå 7.1 òåîðèÿ äîëæíà áûòü óíèâåðñàëüíî ñïðàâåäëèâà

ïðè î÷åíü ìàëîé ñèëå.

(a)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(b)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(c)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)
Im

 (
a)

Ðèñ. 7.7. Ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë (ïåðå-

õîä A ! C íà äèàãðàììå ðèñ. 7.6). Â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ ñ íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì (òðåóãîëüíèê), óñòîé-

÷èâûì (�) è íåóñòîé÷èâûì (Æ) ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ òèïà óçåë è

ñåäëî (a). Óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êè ïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó

ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå îáëàñòè (b). Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (c), ðîæäàþùèéñÿ èç èíâàðèàíòíîé êðè-

âîé, îáðàçîâàííîé íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëà. Èç [Pikovsky

et al. 2000].

0 50 100 150 200
×ÒÅÍÑ

−1
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−1
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π

(a)

(b)

0 50 100 150 200
×ÒÅÍÑ
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0
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−1

0

1

ψ
/2

π

(c)

(d)

Ðèñ. 7.8. Êîëåáàíèÿ â ñëàáî íåëèíåéíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ñ

âíåøíåé ñèëîé ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû. Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðî-

íèçàöèè (A íà ðèñ. 7.6) àìïëèòóäà è ðàçíîñòü ôàç ïîñòîÿííû (a,b).

Ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè (A ! C íà ðèñ. 7.6) ðàçíîñòü ôàç  âðà-

ùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, ó÷àñòêè ïî÷òè ïîñòîÿííîé  ïåðåìåæàþòñÿ ñ

2�-ïðîñêîêàìè (c); (d) àìïëèòóäà ñëåãêà ìîäóëèðîâàíà. Èç [Pikovsky

et al. 2000].
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Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ âíåøíåé
ñèëû

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïàðàìåòð e íà áîëüøîì óðîâíå (& 0:5) è áó-

äåì ìåíÿòü �. Ïåðâûé ïåðåõîä B ! D � ýòî áèôóðêàöèÿ Õîïôà

(ðèñ. 7.9). Â ñåðåäèíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

èìååò òèï óçåë. Ïðè óâåëè÷åíèè j�j îíî ïðåâðàùàåòñÿ â óñòîé÷èâûé
ôîêóñ. Êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, âîçíèêàåò

óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîíà÷àëó àìïëèòóäà öèêëà òàê ìàëà,

÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðè âðàùåíèè íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîð-

äèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ x(t) ìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå è

ïî ôàçå, íî åãî ÷àñòîòà îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê ó âíåøíåé ñèëû (ñì.

(a)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(b)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(c)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(d)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

Ðèñ. 7.9. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ÷åðåç áèôóðêàöèþ Õîïôà (ïóòü

B ! D ! C íà ðèñ. 7.6). (a) Âáëèçè öåíòðà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

� � 0 âñå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê óñòîé÷èâîìó óçëó. (b) Âáëèçè

ãðàíèöû ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ôîêóñîì. (c)

Ïðè áèôóðêàöèè Õîïôà â îáëàñòè D âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé öèêë,

îäíàêî îí íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà

ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû. (d) Ñ ðîñòîì àì-

ïëèòóäû öèêëà îí îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, è ñèíõðîíèçàöèÿ

íàðóøàåòñÿ. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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ðèñ. 7.10a). Ðàçíîñòü ôàç òåïåðü íå ïîñòîÿííà, íî åå ñðåäíèé ðîñò



 
= h _ i â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà öèêë

íà÷èíàåò îõâàòûâàòü íà÷àëî êîîðäèíàò (ïåðåõîä D ! C, ðèñ. 7.10b).

Òåïåðü ðàçíîñòü ôàç  ðàñòåò è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà îòëè÷àåòñÿ îò

÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ.

Äâà îïèñàííûõ òèïà ïåðåõîäà ìîæíî ôèçè÷åñêè èíòåðïðåòèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ìàëîé ñèëå âîçìóùàåòñÿ òîëüêî ôàçà

êîëåáàíèé, à àìïëèòóäà ìåíÿåòñÿ ìàëî. Ïîýòîìó è â ñèíõðîííîì, è â

àñèíõðîííîì ðåæèìå àìïëèòóäà ïî÷òè ïîñòîÿííà, è ìåíÿåòñÿ òîëüêî

ïîâåäåíèå ôàçû: âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ðàçíîñòü ôàç ìåíÿåòñÿ,

à âíóòðè � íåò. Ïîýòîìó ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè åñòåñòâåííî îïè-

ñûâàòü êàê çàõâàò ôàçû.

Áîëüøàÿ ñèëà âëèÿåò êàê íà ôàçó, òàê è íà àìïëèòóäó, è â îáëàñòè

ñèíõðîíèçàöèè ñîáñòâåííûå àâòîêîëåáàíèÿ ïîäàâëÿþòñÿ: íàáëþäà-

þòñÿ òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ âíåøíåé ÷àñòîòîé. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàñ-

ñòðîéêè ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò ñíà÷àëà â ôîðìå ìàëîé

ìîäóëÿöèè âûíóæäåííîãî ðåæèìà; îíè äîñòèãàþò àìïëèòóäû, ñðàâ-

íèìîé ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè, òîëüêî ïðè áîëüøîé ðàññòðîé-

êå. Ðàçíèöà â ñâîéñòâàõ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè ìàëîé è

áîëüøîé ñèëå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.11.

Ðåæèìû ìàëîé è áîëüøîé ñèëû ëåãêî ðàçëè÷èòü ýêñïåðèìåíòàëü-

íî, ïî íàáëþäåíèÿì (èëè âû÷èñëåíèÿì) ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîöåññà

(ðèñ. 7.12 è 7.13). Ïðè ñèíõðîíèçàöèè ñïåêòð ìîùíîñòè ñîñòîèò èç

îäíîãî ïèêà íà ÷àñòîòå ñèëû. Ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè âîçíèêà-

þò íîâûå ïèêè. Ïðè ìàëîé ñèëå (ðèñ. 7.12) ýòè íîâûå êîìïîíåíòû
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×ÒÅÍÑ
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(c)

(d)

Ðèñ. 7.10. Êîëåáàíèÿ ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû. Âíóòðè îáëà-

ñòè ñèíõðîíèçàöèè (D íà ðèñ. 7.6), íî âáëèçè åå ãðàíèöû, ðàçíîñòü

ôàç íå ïîñòîÿííà, íî îãðàíè÷åíà (a); àìïëèòóäà òàêæå ìîäóëèðîâàíà

(b). Ïîñëå ïåðåõîäà (îáëàñòü C íà ðèñ. 7.6) ðàçíîñòü ôàç  ðàñòåò

íåîäíîðîäíî, íî áåç ¾ïî÷òè ñèíõðîííûõ¿ ó÷àñòêîâ (c); (ñð. ñ ðèñ. 7.8).

Ìîäóëÿöèÿ àìïëèòóäû äîâîëüíî âåëèêà (d). Èç [Pikovsky et al. 2000].
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ñïåêòðà èìåþò ÷àñòîòó î÷åíü áëèçêóþ ê ÷àñòîòå ñèëû, ïîñêîëüêó

âáëèçè áèôóðêàöèè ñåäëî�óçåë ïåðèîä âîçíèêàþùåãî öèêëà ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ñð. ñ (7.35)). Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû

(ðèñ. 7.13) ðàçíîñòü ìåæäó ÷àñòîòîé íîâîé êîìïîíåíòû è ÷àñòîòîé

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ êîíå÷íà.

7.2.3 Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè â ñëó÷àå
íåèçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé

Àíàëèç áèôóðêàöèé â ïîëíîì óðàâíåíèè (7.43) äîâîëüíî ãðîìîçäîê,

îí âêëþ÷àåò ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ òî÷åê êîðàçìåðíîñòåé 2 è 3.

Äåòàëüíîå îïèñàíèå ïðèâåäåíî Ëåâèíîé è Íåïîìíÿùèì [Levina and

Nepomnyaschiy 1986] è Glendinning and Proctor [1993] (îòìåòèì, ÷òî

â [Glendinning and Proctor 1993] èñïîëüçóåòñÿ îòëè÷íàÿ îò íàøåé

íîðìèðîâêà óðàâíåíèÿ (7.43)). Èç èõ àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëîé

íåèçîõðîííîñòè, �2 < 1=3, ñòðóêòóðà áèôóðêàöèé êà÷åñòâåííî òàêàÿ

æå, êàê â èçîõðîííîì ñëó÷àå, � = 0; íîâûå áèôóðêàöèè íàáëþäà-

þòñÿ òîëüêî ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ �. Ìû îïèøåì çäåñü òîëüêî

ñëó÷àé î÷åíü ìàëîé àìïëèòóäû âíåøíåé ñèëû, êîãäà ñïðàâåäëèâî

Ωψ Ωψ
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ν

νν

(a) (b)

ν

m mA

Ðèñ. 7.11. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðè ìàëîé (a) è áîëüøîé (b) àìïëèòóäå ñèëû. ×àñòîòà áèåíèé 
 = h _ i

è âåëè÷èíà àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè Am ïîêàçàíû â çàâèñèìîñòè îò

ðàññòðîéêè �. Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ïîêàçàíà æèðíîé ãîðèçîíòàëü-

íîé ÷åðòîé. Ïðè ñëàáîé ñâÿçè ÷àñòîòà áèåíèé íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè

ðàñòåò ïî êîðíåâîìó çàêîíó (ñì. 7.35); àìïëèòóäà áèåíèé êîíå÷íà è

îñòàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïðè áîëü-

øîé ñèëå ÷àñòîòà áèåíèé ïðè èõ ïîÿâëåíèè êîíå÷íà, à ìîäóëÿöèÿ

àìïëèòóäû âîçðàñòàåò ïîñòåïåííî. Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëÿöèÿ åñòü óæå

â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè.
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ôàçîâîå ïðèáëèæåíèå, îïèñàííîå â ðàçäåëå 7.1. Âûâîä ôîðìóë ôà-

çîâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (7.43) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòûì

ω ÞÁÓÔÏÔÁ

Ó
Ð

Å
Ë

Ô
Ò

ν

Ðèñ. 7.12. Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè ïðè ïîñòîÿí-
íîé ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû è ïðè èçìåíåíèè ðàññòðîéêè. Â ñèíõðîííîì

ðåæèìå â ñïåêòðå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïèê íà ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû

!. Ïðè ïåðåõîäå âîçíèêàåò íîâûé ïèê (è åãî ãàðìîíèêè) ñ áëèçêîé

÷àñòîòîé; ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè ýòîò ïèê îòõîäèò

îò !. Ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü ñäâèíóòà (â ÷àñòíîñòè, íà÷àëî êîîðäèíàò íå

ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ÷àñòîòå).

ω
ÞÁÓÔÏÔÁ

Ó
Ð

Å
Ë

Ô
Ò

ν

Ðèñ. 7.13. Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøîé
àìïëèòóäå ñèëû ïðè èçìåíåíèè ðàññòðîéêè. Ïðè ïåðåõîäå âîçíèêàåò

íîâûé ïèê íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò îñíîâíîãî íà ÷àñòîòå !; ñ óâå-

ëè÷åíèåì ðàññòðîéêè åãî âûñîòà ðàñòåò, à âûñîòà ïèêà íà ÷àñòîòå !

óìåíüøàåòñÿ. Îñè ïðîâåäåíû òàê æå, êàê íà ðèñ. 7.12.
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óïðàæíåíèåì, ñð. ñ (7.16); ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå äëÿ ôàçû èìååò

âèä

_� = � � � �� e(cos�+ � sin�)�

= � � � �� e

p
1 + �2 cos(�� �0); (7.47)

ãäå tan�0 = �. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

��� e

p
1 + �2 < � < ��+ e

p
1 + �2:

Ìû âèäèì, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîèñõîäèò âáëèçè ñîáñòâåííîé ÷àñòî-

òû ïðåäåëüíîãî öèêëà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ¾ëèíåéíîé¿ ÷àñòîòû

!0 (ñì. (7.36)). Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíà

!0 � ��, à â íîâûõ âðàùàþùèõñÿ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ çàïèñàíî

óðàâíåíèå (7.43), îíà ðàâíà ��. Äðóãîé èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè íåèçîõðîííûõ êîëåáàíèÿõ îáëàñòü ñèíõðîíèçà-

öèè áîëüøå, ÷åì äëÿ èçîõðîííûõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âíåøíÿÿ

ñèëà äâîÿêèì îáðàçîì âîçäåéñòâóåò íà êîëåáàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îíà

äåéñòâóåò íà ôàçó íåïîñðåäñòâåííî, è ýòî âëèÿíèå îïèñûâàåòñÿ �-

íåçàâèñèìûì ÷ëåíîì e cos � â óðàâíåíèè (7.47). Âî-âòîðûõ, ñèëà ìå-

íÿåò àìïëèòóäó, è ýòè èçìåíåíèÿ â ñèëó íåèçîõðîííîñòè ïîðîæäàþò

ñäâèã ôàçû; ýòîò ýôôåêò îïèñûâàåòñÿ ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëü-

íûì e� sin� â óðàâíåíèè (7.47). Ýòè äâà âîçäåéñòâèÿ ïî ðàçíîìó

çàâèñÿò îò �, òàê ÷òî èòîãîâûé ñäâèã ôàçû ñèíõðîíèçîâàííûõ êî-

ëåáàíèé ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âíåøíåé ñèëû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà

�.

7.3 Îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè è êîëüöà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äëÿ îïèñàíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà

àâòîêîëåáàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü ìû

ïðåäñòàâèì îáùèé ïîäõîä, íå îãðàíè÷åííûé ìàëîñòüþ ñèëû èëè ñëà-

áîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïîýòîìó îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè áóäåò îáùèì,

íî êà÷åñòâåííûì: îíî íå ïîçâîëèò, íàïðèìåð, âû÷èñëèòü ãðàíèöû

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè äëÿ äàííûõ óðàâíåíèé.

Ýòîò îáùèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ êîëü-

öà, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûõ àâòî-

êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïîñêîëüêó äèíàìèêà

â îòñóòñòâèå ñèëû èçâåñòíà, ñòðóêòóðà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà ïðîñòî èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè. Â íåêîòîðîé

îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè ïðè ìàëîé ñèëå, îòîáðàæåíèå èìååò
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ïðèòÿãèâàþùóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ, òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü äèíàìèêó íà ýòîé êðèâîé è ïîëó÷èòü îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå

îêðóæíîñòè. Îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ïîäðîáíî

èññëåäîâàëèñü ìàòåìàòèêàìè, ÷òî ïðèâåëî ê êðàñèâîé è ãëóáîêîé òå-

îðèè, èìåþøåé áîëüøîå çíà÷åíèå è äëÿ äðóãèõ ðàçäåëîâ íåëèíåéíîé

äèíàìèêè (òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà�Àðíîëüäà�Ìîçåðà, ìåòîä ðåíîðìà-

ëèçàöèîííîé ãðóïïû è ò.ä.). Ïðè áîëüøîé ñèëå èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ

ðàçðóøàåòñÿ, è íóæíî èññëåäîâàòü ïîëíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà. Ýòî

ðàçðóøåíèå îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì õàîñà, íî äåòàëüíîå

ðàññìîòðåíèå òàêèõ ðåæèìîâ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, ñ

àêöåíòîì íà òå, êîòîðûå âàæíû äëÿ ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè. Çàòåì

íà îäíîì ïðèìåðå îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ñâÿçü

ìåæäó ïîòåðåé ñèíõðîíèçàöèè è âîçíèêíîâåíèåì õàîñà ïðè áîëüøîé

âíåøíåé ñèëå.

7.3.1 Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè: âûâîä è ïðèìåðû

Â ðàçäåëå 7.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé îáùåãî âèäà (7.5) â îêðåñòíîñòè

ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû

" ê ôàçîâîìó óðàâíåíèþ (7.15)

d�

dt
= !0 + "Q(�; t): (7.48)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî èññëåäîâàíèÿ, çäåñü ìû áóäåì èçó÷àòü

ýòî óðàâíåíèå áåç êàêèõ-ëèáî äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé. Áîëåå òîãî,

ìû íå áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòð " ìàëûì, à áóäåì ðàññìàòðèâàòü

(7.48) â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå. Îáîñíîâàíèå ýòîìó áóäåò äàíî â

ðàçäåëå 7.3.3.

Ïðàâàÿ ÷àñòü (7.48) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôàçû � è

T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t. Ïîýòîìó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7.48) åñòü äâóìåðíûé òîð 0 � � < 2�,

0 � t < T . Ýòó äâóìåðíóþ ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ìîæíî

ñâåñòè ê îäíîìåðíîìó îòîáðàæåíèþ. Òàêîå ñâåäåíèå îñîáåííî ïðî-

ñòî äëÿ ñèñòåì ñ ÿâíîé ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè:

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîáîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå çà âðåìåííîé

èíòåðâàë T . Ôèêñèðóÿ ôàçó âíåøíåé ñèëû âûáîðîì t = t0, ìîæíî

îïðåäåëèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè �(t0)

è �(t0 + T ). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîå èíâåðòèðóåìîå

îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè:
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�
n+1 = �

n
+ !0T + "F (�

n
): (7.49)

Çäåñü óìåñòíî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

(i) Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó

îíî îïðåäåëåíî íà îêðóæíîñòè 0 � � < 2�. Ôîðìàëüíî ñëåäó-

åò ïðèìåíÿòü ê ïðàâîé ÷àñòè îïåðàöèþ âçÿòèÿ ïî ìîäóëþ 2�,

êîòîðóþ ìû äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îïóñòèì.

(ii) Îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò ìîìåíòà âðåìåíè t0 (ò.å. îò ôàçû âíåø-

íåé ñèëû, âûáðàííîé äëÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ ïðî-

öåññà). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå âàæíî: âñå îòîáðàæåíèÿ ïðè

ðàçíûõ t0 ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó îíè ãëàäêî ïðåîáðàçóþòñÿ

äðóã â äðóãà, �(t0)! �(t00), ðåøåíèÿìè (7.48).

(iii) Åñëè " = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîò îêðóæíîñòè. Îí îïèñûâàåò

ñòðîáîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå äâèæåíèÿ íà ïðåäåëüíîì

öèêëå. Äèíàìèêà ñäâèãà îêðóæíîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà

!0T , òðèâèàëüíà. Åñëè îòíîøåíèå T=T0 ðàöèîíàëüíî, ò.å.

!0T = 2�p=q, òî êàæäàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ïåðèîäè÷íà

ñ ïåðèîäîì q. Åñëè îòíîøåíèå T=T0 èððàöèîíàëüíî, òî

ïîëó÷àåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå âðàùåíèå íà îêðóæíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî òàêîå óñëîæíåííîå îïèñàíèå ñâîáîäíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî

ñèñòåìà íàáëþäàåòñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè ñ ïåðèîäîì T , êîòîðûé,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâÿçàí ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé T0. Ïîýòîìó

ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä õîðîø äëÿ ðàçëè÷åíèÿ íåñèíõðîí-

íûõ (êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ) è ñèíõðîííûõ (ïåðèîäè÷åñêèõ

ñ ïåðèîäîì ñèëû è â ðàöèîíàëüíîì ñîîòíîøåíèè ñ ýòèì

ïåðèîäîì) äâèæåíèé.

(iv) Âûáðàííàÿ ôîðìà çàïèñè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.49) íå

ñàìàÿ îáùàÿ. Èç (7.48) ñëåäóåò òîëüêî, ÷òî îòîáðàæåíèå �
n+1 =

�(�
n
) åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ �(� + 2�) = �(�) + 2�. Â (7.49) ìû ðàçäåëèëè

ñäâèã è íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ïàðàìåòðîâ !0T è ": îíè ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòå è àìïëè-

òóäå âíåøíåé ñèëû. Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå ñïðàâåäëèâî, ñòðîãî

ãîâîðÿ, òîëüêî ïðè ìàëûõ ", â ïðîòèâíîì ñëó÷àå è ñäâèã è

íåëèíåéíûé ÷ëåí çàâèñÿò è îò àìïëèòóäû, è îò ÷àñòîòû ñèëû.

Òî÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî â êàæäîé êîíêðåò-

íîé çàäà÷å.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ îêðóæ-

íîñòè, ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, â êîòîðîì îíî ìîæåò áûòü âûïè-

ñàíî ÿâíî. Êðîìå òîãî, ýòîò ïðèìåð ïðîèëëþñòðèðóåò âòîðóþ âîç-

ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè: íå ôàçà êîëåáàíèé

íàáëþäàåòñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè, à ôàçà âíåøíåé ñèëû áåðåòñÿ ïðè

îïðåäåëåííîé ôàçå êîëåáàíèé (äëÿ èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ýòî îòâå÷àåò äðóãîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà

òîðå).

Ïðèìåð: ðåëàêñàöèîííûé îñöèëëÿòîð ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿

Ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé ñëóæèò ñèñòå-

ìà òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé

x(t), äèíàìèêà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò:

(i) íàêîïëåíèå: x ðàñòåò âî âðåìåíè ëèíåéíî x = (t� t
n
)=T0, ãäå tn

âðåìÿ ïðåäûäóùåãî ñáðîñà;

(ii) ñáðîñ: êîãäà x äîñòèãàåò ïîðîãà xup = 1, çíà÷åíèå x ìãíîâåííî

óìåíüøàåòñÿ äî xdown = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, è ïåðèîä

êîëåáàíèé ðàâåí T0. Ýòó ìîäåëü ëåãêî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé íåëè-

íåéíîãî ðîñòà x (ñì., íàïðèìåð, [Mirollo and Strogatz 1990b]).

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìû íå ïèøåì óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ òèïà (7.5). Äåéñòâèòåëüíî, òàêèå óðàâíåíèÿ äîëæíû

áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìåðíûìè, îïèñûâàþùèìè êàê ìåäëåííîå

äâèæåíèå (íàêîïëåíèå), òàê è áûñòðîå (ñáðîñ). Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ñ óðàâíåíèÿìè (7.5) ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì, ðàâ-

íûì îòíîøåíèþ äâóõ âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáîâ. Óïðîùåííîå îïèñàíèå,

ïðèâåäåííîå âûøå, ñïðàâåäëèâî, ñòðîãî ãîâîðÿ, åñëè ýòîò ïàðàìåòð

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñî-

ñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà ìåäëåííîì ìíîãîîáðàçèè (ïëþñ ñêà÷êè). Òàêîé

êâàçèîäíîìåðíûé õàðàêòåð äèíàìèêè ïîçâîëÿåò ñâåñòè åå ê îäíîìåð-

íîìó îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè áåç êàêèõ-ëèáî ïðèáëèæåíèé.

Âîçäåéñòâîâàòü íà ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ ìîæíî ïî-ðàçíîìó,

ñì ðèñ. 7.14.

(i) Èçìåíåíèå íèæíåãî ïîðîãà. Çíà÷åíèå xdown åñòü ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, íàïðèìåð, xdown = " sin!t, ñì.

ðèñ. 7.14b. Îáîçíà÷èì âðåìÿ n-ãî ñáðîñà ÷åðåç t
n
. Òîãäà ìî-

ìåíò ñëåäóþùåãî ñáðîñà âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî t
n+1 = t

n
+ T0 �

"T0 sin!tn. Ââîäÿ ôàçó âíåøíåé ñèëû �
(e) = !t, ïîëó÷àåì îòî-

áðàæåíèå îêðóæíîñòè 0 � �
(e)
< 2�:
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�
(e)
n+1 = �

(e)
n

+ !T0 � "!T0 sin�
(e)
n
: (7.50)

(ii) Èçìåíåíèå âåðõíåãî ïîðîãà. Åñëè çíà÷åíèå xup ìåíÿåòñÿ ïî

çàêîíó xup = 1+" sin!t (ñì. ðèñ. 7.14c), òî âðåìåíà n-ãî è (n+1)-

ãî ñáðîñà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì t
n+1 = t

n
+ T0 + "T0 sin!tn+1.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ñîîòíîøåíèå íåÿâíî ïî îòíîøåíèþ ê t
n+1.

Ïðè ìàëûõ " ìû ìîæåì ïðèáëèçèòåëüíî ðàçðåøèòü åãî, t
n+1 =

t
n
+T0+ "T0 sin!(tn+T0), ÷òî äàåò (7.50). Îäíàêî ïðè áîëüøèõ

" ñîîòíîøåíèå ìåæäó t
n+1 è tn ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíûì.

(iii) Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå. Åñëè îñöèëëÿòîð òèïà íàêîïëåíèå

� ñáðîñ íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì äðóãîãî ïîäîáíîãî îñöèë-

ëÿòîðà, òî ñèëà èìååò âèä ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì T ) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Ïóñòü àìïëèòóäà êàæäîãî èìïóëüñà

ðàâíà ", òîãäà ñîñòîÿíèå ïîñëå èìïóëüñà åñòü x + ". Çäåñü âîç-

ìîæíû äâà ñëó÷àÿ: åñëè x + " < xup, òî íàêîïëåíèå ïðîäîëæà-

åòñÿ; åñëè x+ " > xup, òî ïðîèñõîäèò ñáðîñ è ïåðåìåííàÿ x ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå xdown, ñì. ðèñ. 7.14d. Îáîçíà÷èì èíòåðâàë âðå-

ìåíè ìåæäó âíåøíèì èìïóëüñîì è ñëåäóþùèì ñáðîñîì ÷åðåç

�
n
. Òîãäà äëÿ �

n+1 ïîëó÷èì ðàçðûâíîå íå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

�
n+1 =

8>><
>>:

0 ïðè 1�
�
T � �

n

T0

�
< ";

T0(1� ")� T + �
n

ïðè 1�
�
T � �

n

T0

�
� ";

ãäå f�g îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà.

down

(d)(c)

(b)xup

xdown

xup

xdown

xup

x

xup

xdown

(a)

Ðèñ. 7.14. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âîçäåéñòâèÿ íà ðåëàêñàöèîííûå êîëå-

áàíèÿ. (a) Êîëåáàíèÿ â àâòîíîìíîì îñöèëëÿòîðå ïåðèîäè÷åñêèå. (b)

Èçìåíåíèå íèæíåãî ïîðîãà. (c) Èçìåíåíèå âåðõíåãî ïîðîãà. (d) Âîç-

äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ.
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Ìû âèäèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû âîçäåéñòâèÿ âîçìîæíû

ðàçíûå òèïû îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè òèïà (7.50), íèæå ìû â

îñíîâíîì áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ýòèì ñëó÷àåì.

7.3.2 Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè

Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé íåëè-

íåéíîé äèíàìèêè, îíî îïèñûâàåòñÿ â áîëüøèíñòâå êíèã ïî íåëèíåé-

íûì ÿâëåíèÿì, âêëþ÷àÿ ìàòåìàòè÷åñêèå [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]

è ôèçè÷åñêèå [Ott 1992; Argyris et al. 1994; Øóñòåð 1988; Êóçíåöîâ

2001]. Çäåñü ìû êîñíåìñÿ íåêîòîðûõ àñïåêòîâ òåîðèè, àêöåíòèðóÿ

âíèìàíèå íà ñâîéñòâàõ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå ñèíõðîíè-

çàöèè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèìåðà äëÿ èëëþñòðàöèè ýòèõ ñâîéñòâ

ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèå ñ ñèíóñîèäàëüíîé íåëèíåéíî-

ñòüþ

�
n+1 = �

n
+ � + " sin�

n
: (7.51)

Ýòî îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, ôèçè÷åñêèé ñìûñë

êîòîðûõ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç (7.49). Ïàðàìåòð � = !0T =

2�T=T0 ïðîïîðöèîíàëåí îòíîøåíèþ ïåðèîäîâ ñèëû è àâòîêîëåáàíèé.

Îí ìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ñèëû. Ïàðàìåòð " ïðîïîðöèîíàëåí àìïëèòó-

äå âíåøíåé ñèëû. Ïðè " = 0 ïðîèñõîäèò ëèíåéíîå âðàùåíèå (ïîâîðîò

îêðóæíîñòè), è " îïðåäåëÿåò óðîâåíü íåëèíåéíîñòè10 â îòîáðàæåíèè

(7.51). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äèíàìèêè (7.51) íà ïëîñêîñòè

ïàðàìåòðîâ (�; "); ìû ñäåëàåì ýòî â ôîðìå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ôàçó ïî ìîäóëþ 2�, ò.å. íà îêðóæ-

íîñòè 0 � � < 2�, îíà íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê ïàðàìåòðó � äîáàâèòü

�2�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèàãðàììà ðåæèìîâ ïåðèîäè÷íà ïî � ñ
ïåðèîäîì 2�. Ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ

èíòåðâàë çíà÷åíèé 0 � � < 2�. Äëÿ íàøèõ æå öåëåé áîëåå

âàæåí ñëó÷àé ðåçîíàíñà � � 2� (÷òî îçíà÷àåò T � T0). Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî 2�(� � 1) = 2�(T � T0)=T0 ýêâèâàëåíòíî ïàðàìåòðó

�, õàðàêòåðèçóþùåìó ðàññòðîéêó (ñì. âûøå (7.23)).

2. Îòîáðàæåíèå (7.51) îáðàòèìî ïðè j"j � 1 è íåîáðàòèìî ïðè

j"j > 1. (Â îáùåì ñëó÷àå (7.49) îáðàòèìîñòü íàðóøàåòñÿ, åñëè

10 Ñòðîãî ãîâîðÿ, èñõîäíûå àâòîêîëåáàíèÿ íåëèíåéíû è ïðè " = 0, íî â

êîíòåêñòå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè óäîáíî ñ÷èòàòü àâòîíîìíûé ñëó÷àé

ëèíåéíûì. Ýòî åñòü ñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè ôàçîâîãî óðàâíåíèÿ (7.3).
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"F
0(�) = �1 ïðè íåêîòîðîì �.) Ëèíèÿ " = 1 íàçûâàåòñÿ êðè-

òè÷åñêîé: âûøå íåå âîçìîæåí õàîñ. Â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé

ëèíèè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè óæå íå îïèñûâàåò íàñòîÿùóþ

äèíàìèêó èñõîäíîé ñèñòåìû (7.5), çäåñü íóæíî ðàññìàòðèâàòü

ïîëíîå M -ìåðíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà. Ìû îáñóäèì ãðàíèöû

ïðèìåíèìîñòè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â ðàçäåëå 7.3.4. Çäåñü

æå ìû áóäåì ïîëàãàòü " < 1.

3. Ïðè " = 0 äèíàìèêà (7.51) ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó ïîâîðîòó

îêðóæíîñòè, îí ïåðèîäè÷åñêèé èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèé â çàâè-

ñèìîñòè îò òîãî, ðàöèîíàëåí èëè èððàöèîíàëåí ïàðàìåòð �=2�.

Ïðè " > 0 äèíàìèêó ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îäíèì ïàðàìåòðîì,

íàçûâàåìûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êå

�0 ÷èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèé ïîâîðîò ôàçû çà

îäíó èòåðàöèþ:

�(�0) = lim
n!1

�
n
� �0

2�n
: (7.52)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]), ÷òî ÷èñëî

âðàùåíèÿ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè �0 è îäíî è òî æå äëÿ

èòåðàöèé âïåðåä (n ! 1) è íàçàä (n ! �1) âî âðåìåíè. Ýòî

ñëåäóåò ïðîñòî èç ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ: èòåðàöèè ðàçíûõ

òî÷åê íå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ áîëåå, ÷åì íà 2�, òàê ÷òî � íå çàâèñèò

îò �0. Ïîýòîìó � çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî ïðè " = 0 ÷èñëî âðàùåíèÿ åñòü � = �=2�.

Âîçìîæíû òîëüêî äâà òèïà äâèæåíèé: ñ ðàöèîíàëüíûì è èð-

ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïðåæäå ÷åì óãëóáëÿòüñÿ â

äåòàëè, îáñóäèì èíòåðïðåòàöèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ â òåðìèíàõ

êîëåáàíèé èñõîäíîé ñèñòåìû (7.5). Ïîñêîëüêó n èçìåðÿåò âðåìÿ

â åäèíèöàõ âíåøíåãî ïåðèîäà T , ÷èñëî âðàùåíèÿ ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü êàê

� = lim
t!1

T (�(t)� �(0))

2�t
=




!
; (7.53)

ãäå ìû ââåëè íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
 êàê ñðåäíþþ ñêîðîñòü

âðàùåíèÿ ôàçû


 = lim
t!1

�(t)� �(0)

t
:

Ñîîòíîøåíèå (7.53) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ åñòü îòíî-

øåíèå íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ê ÷àñòîòå âíåøíåé ñè-

ëû. (Îòìåòèì, ÷òî, åñëè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè çàïèñàíî äëÿ
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ôàçû âíåøíåé ñèëû, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ðåëàêñàöèîííîãî

îñöèëëÿòîðà, òî îòíîøåíèå äîëæíî áûòü îáðàùåíî.)

4. Èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó âðàùåíèÿ îòâå÷àåò êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêàÿ äèíàìèêà ôàçû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Äàíæóà

[Denjoy 1932; Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999], ïðè èððàöèîíàëüíîì

÷èñëå âðàùåíèÿ � íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè (7.51)

ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé � = g(�) (ñ

î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì g(� + 2�) = 2� + g(�)) ïðèâåñòè ê ñäâèãó

îêðóæíîñòè

�
n+1 = �

n
+ 2��: (7.54)

Ðåøåíèå (7.54) òðèâèàëüíî, òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ èñõîäíîãî îòî-

áðàæåíèÿ îêðóæíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

�
n
= g(�0 + n2��): (7.55)

Ïðîèçâîëüíàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò � (íàïðèìåð, ëþ-

áàÿ èç ïåðåìåííûõ x
k
èñõîäíîé ñèñòåìû) åñòü êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè n.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.53) èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå � îçíà÷àåò,

÷òî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà è ÷àñòîòà ñèëû íåñîèçìåðèìû, îíè è

ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ÷àñòîòàìè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

5. Åñëè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòî-

ðèþ, òî ÷èñëî âðàùåíèÿ ðàöèîíàëüíî. Â ñàìîì äåëå, íà ñà-

ìîé ýòîé òðàåêòîðèè ÷èñëî âðàùåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ðà-

öèîíàëüíî è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè ëèíåéíîì

âðàùåíèè, " = 0, ïåðèîäè÷íû âñå òî÷êè íà îêðóæíîñòè, íî â

íåëèíåéíîì ñëó÷àå, " 6= 0, ýòî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ. Â îáùåì

ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èçîëèðî-

âàíû. Åñëè ïåðèîä òàêîé òî÷êè ðàâåí q, è çà q èòåðàöèé ôàçà �

äåëàåò p îáîðîòîâ (òàê ÷òî �
n+q = �

n
+2�p), òî ÷èñëî âðàùåíèÿ

åñòü � = p=q.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, íà÷èíàÿ ñ åäèíè÷íîãî

ïåðèîäà, ò.å. ñ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îíè ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíî-

ìó ðåçîíàíñó T � T0, ïîýòîìó ïîëîæèì � = 1 è áóäåì èñêàòü

òðàåêòîðèþ ñ q = p = 1. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü ñîîòíîøåíèþ

�+ 2� = �+ !0T + "F (�);

îíà åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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!0T � 2� + "F (�) = 0:

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè

�"Fmin � !0T � 2� � "Fmax; (7.56)

â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ åñòü, êàê ìèíèìóì, äâà ðåøåíèÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíî èç íèõ óñòîé÷èâî (ñ d�
n+1=d�n < 1),

à äðóãîå íåóñòîé÷èâî (ñ d�
n+1=d�n > 1). Äëÿ îáùåé ôóíêöèè F ,

èìåþùåé áîëåå îäíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà, ÷èñëî ðåøåíèé ñ

îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ, íî îíè âñåãäà

ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè: óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå. Ïîä÷åðêíåì,

÷òî ñîîòíîøåíèå (7.56) çàäàåò îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ñ ÷èñëîì

âðàùåíèÿ 1 íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (�; ") (ñð. ñ ðèñ. 7.4a è

7.15).

6. Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñ áîëüøèìè ïåðèîäàìè êà-

÷åñòâåííî òàêèå æå, êàê ó íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî,

èòåðèðóÿ (7.49) q ðàç, ïîëó÷àåì ñíîâà îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

òèïà (7.49), ñ íåêîòîðîé áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ îò ïàðà-

ìåòðîâ �; ". Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî èòåðèðîâàííîãî îòîáðà-

æåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

�
q
= �0 + 2�p; (7.57)

ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ (7.49) ñ

÷èñëîì âðàùåíèÿ � = p=q.

Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñëó âðàùåíèÿ p=q,

íåòðóäíî íàéòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ". Ïîäñòàâëÿÿ !0T =

2�p=q + "� â (7.49) è ñîõðàíÿÿ (ïðè èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ)

òîëüêî ÷ëåíû ïîðÿäêà O("), ïîëó÷èì

�
n+q = �

n
+ "q�+ 2�pq � " ~F (�

n
) (7.58)

ñ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé

~F (�
n
) =

F (�
n
) + F (�

n
+ 2� p

q

) + � � �+ F (�
n
+ (q � 1)2� p

q

)

q
: (7.59)

Åñëè ïðåäñòàâèòü F (�) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

F (�) =

1X
k=�1

a
k
e
ik�

;

òî ôóíêöèÿ ~F âûðàæàåòñÿ â âèäå
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~F (�) =

1X
l=�1

a
lq
e
ilq�

; (7.60)

ò.å. îíà ñîñòîèò òîëüêî èç ãàðìîíèê 0, �q, �2q, . . . èñõîäíîé 2�-

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè F . Èñïîëüçóÿ (7.58) è (7.57), ïîëó÷èì

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (ñð. ñ (7.56))

�" ~Fmin < !0T � 2�
p

q
< " ~Fmax: (7.61)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ~F ïîëó÷àåòñÿ èç F ýôôåêòèâíûì óñðåä-

íåíèåì (7.59), åå àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ ñ q, è ïîýòîìó ïðè

áîëüøèõ q îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ìàëû. Áîëåå òîãî, êàê ìîæíî

âèäåòü èç (7.60), åñëè èñõîäíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ F íå ñîäåð-

æèò ãàðìîíèê �lq, òî îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ñ ÷èñëîì âðàùå-

íèÿ p=q â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî " èñ÷åçàåò. Èìåííî ýòî èìååò

ìåñòî äëÿ ñèíóñ-îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.51). Â ýòîé ñèòó-

àöèè íóæíî ó÷èòûâàòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåé îöåíêå øèðèíû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè [Àðíîëüä

1983]

�� � "
q

: (7.62)

7. Ïîñêîëüêó â îòîáðàæåíèè îêðóæíîñòè âîçìîæíû òîëüêî äâà ðå-

æèìà � ïåðèîäè÷åñêèé è êâàçèïåðèîäè÷åñêèé, ìîæíî ïîñòðîèòü

äèàãðàììó ðåæèìîâ, êàê íà ðèñ. 7.15. Âñå îáëàñòè ñèíõðîíè-

çàöèè èìåþò âèä âåðòèêàëüíûõ ÿçûêîâ [Àðíîëüä 1961], íàçû-

âàåìûõ ÿçûêàìè Àðíîëüäà. Îñòðèå ÿçûêà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ

η/2π

ε

1/2 3/5 2/3 3/4 1/1 5/4 4/3 7/5 3/2

Ðèñ. 7.15. Îñíîâíûå ÿçûêè Àðíîëüäà â ñèíóñ-îòîáðàæåíèè îêðóæíî-
ñòè (7.51). Îñòðèÿ ÿçûêîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ êàñà-

þòñÿ îñè " = 0 â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ �=2�. Îòìåòèì ñèììåòðèþ

� ! 2� � �.
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� = p=q ïîäõîäèò ê òî÷êå " = 0; � = 2�p=q. Âñå ïðîñòðàí-

ñòâî íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ìåæäó ÿçûêàìè ñîîòâåòñòâóåò

êâàçèïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ñ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè

âðàùåíèÿ.

ßçûêè Àðíîëüäà îáðàçóþò âåðòèêàëüíûå ïîëîñû íà ïëîñêîñòè

ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî ïîðÿäîê ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ëèíèè

" = 0 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ îáëàñòü 0 < " < 1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè êàæäîì " èìååòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíòåðâàëîâ ñèíõðîíèçàöèè ñî âñåìè âîçìîæíûìè ðàöèîíàëü-

íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòè èíòåðâàëû âñþäó

ïëîòíû: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè

ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ åñòü îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè.

Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû

íåóñòîé÷èâû, à ñèíõðîííûå óñòîé÷èâû: ïðè ôèêñèðîâàííîì " è

èçìåíåíèè � ñèíõðîííûå ðåæèìû íàáëþäàþòñÿ íà èíòåðâàëàõ

�, à êâàçèïåðèîäè÷åñêèå � â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìîæíî ðàçðóøèòü ñêîëü

óãîäíî ìàëûì âîçìóùåíèåì. Îäíàêî ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðå-

íèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ïðåîáëàäàþò,11 ïîñêîëüêó, êàê

áûëî äîêàçàíî Àðíîëüäîì [1961], ïðè ìàëûõ " ìåðà Ëåáåãà âñåõ

èíòåðâàëîâ ñèíõðîíèçàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè " ! 0; ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âîçìóùåíèÿ, ðàçðóøàþùèå êâàçèïåðèîäè÷íîñòü,

äîâîëüíî ìàëîâåðîÿòíû.

8. Ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå " ÷èñëî âðàùåíèÿ � êàê ôóíê-

öèÿ ïàðàìåòðà � ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â êàæäîé

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ò.å. ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå

ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå ïîäèíòåðâàëîâ.

Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà [Êàòîê è Õàñ-

ñåëüáëàò 1999], îíà íàçûâàåòñÿ ÷åðòîâîé ëåñòíèöåé (ðèñ. 7.16).

Ìåðà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ïîäèíòåðâàëîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

" ! 0, íî îíà ðàâíà ïîëíîé ìåðå íà êðèòè÷åñêîé ëèíèè " = 1.

×åðòîâà ëåñòíèöà ñ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé òî÷åê ìåæäó èíòåð-

âàëàìè ïîñòîÿíñòâà íàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, à ñëó÷àé, êîãäà ìåðà

âñåõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà ïîëíà (ò.å. ðàâíà ìåðå Ëåáåãà), íà-

çûâàþò ïîëíîé ÷åðòîâîé ëåñòíèöåé. Ìíîæåñòâî êàíòîðîâñêîãî

òèïà âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âðàùåíèÿ ìîæíî îõàðàêòåðè-

çîâàòü åãî ôðàêòàëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè, ñì. äåòàëè â ðàáîòå

[Jensen et al. 1983].

11 Òî÷íî òàê æå, êàê èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïðåîáëàäàþò ñðåäè äåéñòâè-

òåëüíûõ.
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9. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè è âûõîä èç íåå îñóùåñòâëÿþòñÿ ÷å-

ðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë. Ýòî òîò æå ñàìûé ïåðåõîä, ÷òî

ìû îïèñûâàëè â ðàçäåëå 7.1.7, òàê ÷òî ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü

ïîäðîáíîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (7.35) íåïîñðåäñòâåííî ïðè-

ìåíèì ê çàâèñèìîñòè ÷èñëà âðàùåíèÿ îò ðàññòðîéêè: âáëèçè

ãðàíèöû îáëàñòè îíî ìåíÿåòñÿ ïî êîðíåâîìó çàêîíó

j�� �0j � j� � �cj1=2: (7.63)

Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü (7.63) äàåò òîëüêî ¾îãèáàþùóþ¿ ÷è-

ñëà âðàùåíèÿ, êîòîðîå êàê ôóíêöèÿ � íà ñàìîì äåëå ñîñòîèò èç

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòóïåíåê.

10. Âñå îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü ê âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì îêðóæíîñòè. Êàê ìû âèäåëè ïðè

îïèñàíèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòî-

áðàæåíèå îêðóæíîñòè íåîáðàòèìî è ìîæåò èìåòü ïîëêè è ðàç-

ðûâû. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé òàêèå æå, êàê

0.6

1.0

1.4

0.6 1.0 1.4

ρ

η/2π
Ðèñ. 7.16. ×åðòîâà ëåñòíèöà: çàâèñèìîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ îò ïàðà-

ìåòðà � äëÿ ñèíóñ-îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.51) ñ " = 1. Îñíîâíûå

ñòóïåíüêè ñîîòâåòñòâóþò ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì 1; 1=2; 2=3; : : : : Íå

âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïîêàçàíû, ïîýòîìó îáëàñòè âáëèçè êîíöîâ

áîëüøèõ ñòóïåíåê âûãëÿäÿò ïóñòûìè.
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â ãëàäêîì ñëó÷àå. ×èñëî âðàùåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ìî-

íîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ðàçðûâàìè, îíî ìîæåò áûòü ëèáî ðà-

öèîíàëüíûì, ëèáî èððàöèîíàëüíûì. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî òåïåðü ðåæèìû ñ óñòîé÷èâûìè ïåðèîäè÷åñêèìè

òðàåêòîðèÿìè ìîãóò ïðåîáëàäàòü, íàïðèìåð, â îòîáðàæåíèÿõ ñ

êîíå÷íûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ó÷àñòêàìè è áåç ñêà÷êîâ êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ìîãóò â ïðèíöèïå ñóùåñòâîâàòü, íî îíè

îáû÷íî çàíèìàþò îáëàñòü íóëåâîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìå-

òðîâ [Boyd 1985; Veerman 1989]. Çäåñü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò íå ÷åðåç ãëàäêóþ áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë, à ìîæåò

áûòü æåñòêèì.

11. Åñëè íà àâòîêîëåáàíèÿ äåéñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà, òî

âìåñòî (7.48) ìîæíî çàïèñàòü

d�

dt
= !0 + "Q(�; !1t; !2t);

ãäå Q(�; �; �) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîìó èç àðãó-
ìåíòîâ. Òåïåðü åñòü äâå âíåøíèå ÷àñòîòû !1; !2, êîòîðûå ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ íåñîèçìåðèìûìè. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâèæå-

íèå íà òðåõìåðíîì òîðå, è â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ïîëó÷àåì, âìåñòî (7.51), îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñ êâàçèïåðè-

îäè÷åñêîé ñèëîé âèäà

�
n+1 = �

n
+ � + "1 sin�n + "2 sin

�
2�
!2

!1
n+ �

�

(ñì. äåòàëè â ðàáîòàõ [Ding et al. 1989; Glendinning et al. 2000]).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðèè [Herman 1983], ÷èñëî âðàùåíèÿ (7.52)

ñóùåñòâóåò è äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðîöåññ ñèíõðîíèçîâàí,

åñëè

� =
p2

q2

!2

!1
+
p1

q1
;

è íåñèíõðîíèçîâàí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ñèíõðîíèçîâàííîì ðå-

æèìå íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà åñòü ðàöèîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ

âíåøíèõ ÷àñòîò; â íåñèíõðîíèçîâàííîì ðåæèìå íàáëþäàåòñÿ

äâèæåíèå ñ òðåìÿ íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè. Êâàçèïåðèîäè-

÷åñêóþ âíåøíþþ ñèëó ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü â êîíòåêñòå

ñëàáîíåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàíèé (ñì. äåòàëè â ðàáîòàõ [Ëàíäà è

Òàðàíêîâà 1976; Ëàíäà 1980, 1996]).

Òåîðèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèìà ê

îïèñàíèþ ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé ñèëîé. Ïðåæäå
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âñåãî, îíà äàåò ïîëíóþ êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó äèíàìèêè ïðè ìàëîé

è ñðåäíåé ñèëå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé ðàç-

äåëîâ 7.1 è 7.2, ãäå ìû îãðàíè÷èâàëèñü ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ïî

àìïëèòóäå ñèëû) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå òîëüêî îñíîâíàÿ

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ÷àñòîòà êîëåáàíèé â òî÷íîñòè ðàâíà ÷à-

ñòîòå ñèëû, íî òàêæå è îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ

âèäà




!
=
p

q
;

ãäå íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà íàõîäèòñÿ â ðàöèîíàëüíîì îòíîøåíèè ê

÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ. Ïðàêòè÷åñêè, ïðè áîëüøèõ p è q îáëàñòü çà-

õâàòà ôàçû óìåíüøàåòñÿ, è äàæå â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ óäàåòñÿ

íàáëþäàòü òîëüêî ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ìàëûìè p è q.

7.3.3 Îòîáðàæåíèå êîëüöà

Â íàøåì âûâîäå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (ðàçäåë 7.3.1) ìû èñïîëü-

çîâàëè ôàçîâîå óðàâíåíèå (7.48), ñïðàâåäëèâîå òîëüêî ïðè ìàëûõ ".

Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè èìååò ñóùåñòâåííî

á�îëüøóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñèòóàöèþ

ïðè ñðåäíåé è áîëüøîé ñèëå. Òåïåðü ìû íå ìîæåì ïðåíåáðåãàòü

èçìåíåíèÿìè àìïëèòóäû (ò.å. ïåðåìåííûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê ïðå-

äåëüíîìó öèêëó, ñì. ðàçäåë 7.1) â ïîëíîé ñèñòåìå (7.5). Äëÿ ïðîñòîòû

ðàññìîòðåíèÿ (è îñîáåííî ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ) áóäåì ñ÷è-

òàòü ñèñòåìó äâóìåðíîé, x = (x1; x2). Òîãäà ïðè ñòðîáîñêîïè÷åñêîì

íàáëþäåíèè ñ ïåðèîäîì ñèëû ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå

x(t)! x(t+ T ):

Âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ýòî îòîáðàæåíèå

èìååò ïðîñòîé âèä: ñæàòèå â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè è ïîâîðîò ôà-

çû ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè. Ñæàòèå ïî àìïëèòóäå îçíà-

÷àåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîñîé âîêðóã ïðåäåëüíîãî öèêëà,

ò.å. ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå êîëüöà.

Äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé

èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâóþùèå äâà ðåæèìà â îòîáðàæå-

íèè êîëüöà ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.17. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òî÷êè êîëüöà

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé, âûäåëåííîé æèð-

íûì íà ðèñ. 7.17. Ïðè íóëåâîé ñèëå � ýòî ñàì ïðåäåëüíûé öèêë,

ïðè ìàëîé ñèëå êðèâàÿ ñëåãêà èñêàæàåòñÿ, íî îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé
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(ò.å. îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ).12 Â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå âðàùåíèå

òî÷êè ïî èíâàðèàíòíîé êðèâîé òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîâî-

ðîòó îêðóæíîñòè: âñå òðàåêòîðèè ïëîòíû è äèíàìèêà ýðãîäè÷íà.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé åñòü óñòîé÷èâàÿ

è íåóñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè (íà ðèñ. 7.17 ýòî íåïî-

äâèæíûå òî÷êè), è óñòîé÷èâàÿ îðáèòà åñòü îêîí÷àòåëüíûé ìèíè-

ìàëüíûé àòòðàêòîð. Èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ îáðàçóåòñÿ íåóñòîé÷è-

âûìè ìíîãîîáðàçèÿìè (ñåïàðàòðèñàìè) íåóñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé êðèâîé â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì

îòîáðàæåíèè êîëüöà îçíà÷àåò, ÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíîé

ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì åñòü äâóìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïî-

âåðõíîñòü, íàçûâàåìàÿ èíâàðèàíòíûì òîðîì (ïîñêîëüêó äèíàìèêà

ïåðèîäè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê ôàçàì ñèñòåìû è âíåøíåé ñèëû).

Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé (â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè) èíâàðè-

àíòíîé êðèâîé åñòü óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-

ñòè. Äåéñòâèòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âàæíà

òîëüêî äèíàìèêà íà ýòîé ïðèòÿãèâàþùåé êðèâîé, è íà íåé êàê ðàç è

ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ. Ïðè áîëüøîé ñèëå èí-

âàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàçðóøàåòñÿ, íî ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ

åå ìåòàìîðôîç, ïðèâåäåì ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ êîëüöà.

12 Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü íå îçíà÷àåò êâàçèïåðèîäè÷íîñòü äèíàìè-

êè. Â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå íà êðèâîé íåò èíâàðèàíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ, â òî âðåìÿ êàê â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà êðèâîé òàêæå èíâàðèàíòíû.

(b)a)

Ðèñ. 7.17. Ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ïðè êâàçèïåðèîäè÷åñêîì

âðàùåíèè (a) è ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå (b). Ñòðåëêè ïîêàçûâà-

þò íàïðàâëåíèå ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ (ñð. ñ ðèñ. 7.1); óñòîé÷èâàÿ è

íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè

� è Æ.
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Ïðèìåð: àâòîêîëåáàíèÿ ñ èìïóëüñíîé ñèëîé

Îäèí èç ïðîñòûõ ñïîñîáîâ àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü ñòðîáîñêîïè÷å-

ñêîå îòîáðàæåíèå êîëüöà � ýòî ðàññìîòðåòü êóñî÷íî-ðåøàåìóþ ìî-

äåëü. Ìîæíî ïðèáëèçèòü ñèëó êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè,

ðåøèòü óðàâíåíèÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà è ïîòîì ñøèòü

ðåøåíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì îäèí îñîáåííî ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ñèëà

åñòü T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Æ-èìïóëüñîâ:

p(t) =

1X
n=�1

Æ(t� nT ): (7.64)

Ìåæäó èìïóëüñàìè ìû èìååì äåëî ñ àâòîíîìíûìè àâòîêîëåáàíèÿ-

ìè, òàê ÷òî ïîëíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå: ðåøåíèå

àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ìåæäó èìïóëüñàìè è íàõîæäåíèå ýôôåêòà

îò Æ-èìïóëüñà. Îáå çàäà÷è ðåøàåìû, åñëè ñèëà (7.64) äåéñòâóåò íà

ïðîñòîé íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð (7.6). Óðàâíåíèå èìååò âèä

dA

dt
= (1 + i�)� (1 + i�)jAj2A+ i"p(t): (7.65)

Çäåñü ñèëà ââåäåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîä åå âîçäåéñòâèåì ìåíÿ-

åòñÿ ïåðåìåííàÿ Im(A), à ïåðåìåííàÿ Re(A) íå ìåíÿåòñÿ: Im(A+) =

Im(A�)+ "; Re(A+) = Re(A�). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.65) ìåæäó èì-

ïóëüñàìè çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (7.9) è ýâîëþöèÿ çà âðåìÿ T (íà÷èíàÿ

ñ òî÷êè �0; R0) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

R(T ) =

�
1 +

1�R2
0

R2
0

e
�2T

��1=2
;

�(T ) = �0 + (� � �)T �
�

2
ln(R2

0 + (1�R
2
0)e

�2T ):

(7.66)

Ïðåäñòàâëÿÿ èçìåíåíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò R; � âî âðåìÿ èìïóëüñà

êàê

R+ =
q
R2
� + 2R�" sin�� + "2;

�+ = tan�1
�
tan �� + "

R� cos ��

�
;

(7.67)

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå îòîáðàæåíèå. Ôîðìóëû (7.66) è (7.67) ìîæíî

åùå óïðîñòèòü, åñëè ñ÷èòàòü ñèëó ìàëîé, " � 1, òàê ÷òî è îòêëîíå-

íèÿ àìïëèòóäû R îò åäèíèöû (àìïëèòóäû ïðåäåëüíîãî öèêëà) òîæå

ìàëû.
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Îáîçíà÷èì ïåðåìåííûå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä n-ì èìïóëüñîì ÷å-

ðåç R
n
; �

n
. Òîãäà äëÿ ïåðåìåííûõ ïîñëå èìïóëüñà ïîëó÷èì èç (7.67)

R+ � R
n
+ " sin�

n
; �+ � �

n
+ " cos�

n
:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ðåøåíèå (7.66) ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

êîëüöà (ñð. ñ [Zaslavsky1978])

R
n+1 = 1 + (R

n
� 1 + " sin�

n
)e�2T ;

�
n+1 = �

n
+ (� � �)T + " cos�

n
� �(R

n
� 1 + " sin�

n
)(1 � e

�2T ):

Åñëè ïåðèîä ñèëû âåëèê, T � 1, òî îòîáðàæåíèå êîëüöà â íàïðà-

âëåíèè R � ñèëüíî ñæèìàþùåå. Åñëè ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèÿìè R, òî

ïîëó÷èòñÿ îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè:

�
n+1 = �

n
+ (!0 � �)T + " cos�

n
� �" sin�

n
: (7.68)

Îòìåòèì, ÷òî äâà íåëèíåéíûõ ÷ëåíà â (7.68) äàþò ðàçíûé âêëàä â

ñäâèã ôàçû. ×ëåí " cos�
n
îïèñûâàåò íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå ñèëû

íà ôàçó, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåí �" sin�
n
îïèñûâàåò àìïëèòóäíûå âîç-

ìóùåíèÿ: ñèëà ìåíÿåò àìïëèòóäó, à èç-çà íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé

âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã ôàçû, ïðîïîðöèîíàëüíûé � (ñð. ñ

îáñóæäåíèåì â ðàçäåëå 7.2.3).

7.3.4 Áîëüøàÿ ñèëà è ïåðåõîä ê õàîñó

Êàê ìû âèäåëè, ïðè ìàëîé ñèëå äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ïðî-

ñòà (ôàêòè÷åñêè, îíà ýêâèâàëåíòíà äèíàìèêå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-

ñòè): ëèáî êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ñ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ,

ëèáî ñèíõðîíèçîâàííàÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ åñòü ïðèòÿãèâàþùàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ. Ïðè èððàöèî-

íàëüíûõ ÷èñëàõ âðàùåíèÿ ýòà êðèâàÿ çàïîëíÿåòñÿ òðàåêòîðèÿìè è

ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé; ïðè ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå âðàùåíèÿ íà êðè-

âîé åñòü óñòîé÷èâàÿ (óçåë) è íåóñòîé÷èâàÿ (ñåäëî) ïåðèîäè÷åñêèå

îðáèòû (èëè íåñêîëüêî ïàð óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ îðáèò), è

êðèâàÿ ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëà. Åñëè ñèëà ìà-

ëà, åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ âûõîäà èç ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ

áèôóðêàöèÿ ñåäëî�óçåë.

Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû âîçìîæíû è äðóãèå ñöåíàðèè âû-

õîäà èç ñèíõðîíèçàöèè, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ îíè ïðèâîäÿò ê õàîòè÷å-

ñêèì ðåæèìàì. Ýòè ïåðåõîäû îïèñàíû â ðàáîòàõ [Aronson et al. 1982;

Àôðàéìîâè÷ è Øèëüíèêîâ 1983], è ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ýòèì

ñòàòüÿì çà ïîäðîáíîñòÿìè. Ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ ñöåíàðèÿ

ïåðåõîäà ê õàîñó.
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Ñöåíàðèé I
Â ïåðâîì ñöåíàðèè ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò ÷åðåç óäâîåíèÿ ïå-

ðèîäà óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû (ðèñ. 7.18). Çäåñü ñòðàííûé

àòòðàêòîð âîçíèêàåò íåïðåðûâíûì îáðàçîì èç óñòîé÷èâîãî óçëà è îí

îñòàåòñÿ îòäåëåííûì îò ñåäëà. Äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì, íî

÷èñëî âðàùåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåíî è îñòàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òàê

÷òî âîçíèêàþùèé ðåæèì ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ñèíõðîííûé,

íî ñ õàîòè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñöåíàðèè èíâàðè-

àíòíàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ íåãëàäêîé ïåðåä ïåðâûì óäâîåíèåì ïåðèî-

äà è íå ñóùåñòâóåò êàê ãëàäêàÿ êðèâàÿ ïðè ñëåäóþùèõ áèôóðêàöèÿõ.

Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óäâîåíèè ïåðèîäà ìóëüòèïëèêàòîð

ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû äîëæåí áûòü ðàâåí �1, à äëÿ ýòîãî îí ñíà÷àëà
äîëæåí ñòàòü êîìïëåêñíûì. Ïðè ýòîì óçåë ïðåâðàùàåòñÿ â ôîêóñ, è

(c)(a) (b)

Ðèñ. 7.18. Ðàçðóøåíèå èíâàðèàíòíîé êðèâîé è ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç

óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ñöåíàðèé I). (a) Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óñòîé-

÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè êîìïëåêñíû èëè îòðèöàòåëüíû, òî ãëàäêîé

èíâàðèàíòíîé êðèâîé íåò. (b) Ïîñëå ïåðâîãî óäâîåíèÿ íåóñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèå ñåäëà íàìàòûâàåòñÿ íà îðáèòó ïåðèîäà äâà. (c) Ïîñëå

êàñêàäà óäâîåíèé ïåðèîäà âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð. ×èñëî âðà-

ùåíèÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

(b)(a)

Ðèñ. 7.19. Äâà äðóãèõ ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé.

(a) ñöåíàðèé II: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà äåëàåò ñêëàäêó è íå

îáðàçóåò ãëàäêóþ êðèâóþ. (b) ñöåíàðèé III: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

ñåäëà ïåðåñåêàåò óñòîé÷èâîå, îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â

ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñöåíàðèþ II, çäåñü ñóùåñòâóåò íåïðèòÿãèâàþùåå

èíâàðèàíòíîå õàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
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èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ âûãëÿäèò êàê íà ðèñ. 7.18a.

Ñöåíàðèè II, III
Ïðè âòîðîì è òðåòüåì ñöåíàðèÿõ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ òåðÿåò ãëàä-

êîñòü è ïðåâðàùàåòñÿ â äîâîëüíî ñëîæíîå ìíîæåñòâî, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 7.19. Ïîêà åùå íåò ïðèòÿãèâàþùåãî õàîñà, íî ñóùåñòâóþò

åãî ïðåäâåñòíèêè, â ÷àñòíîñòè îáëàñòè ñ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ

òðàåêòîðèé. Ýòè îáëàñòè îñòàþòñÿ ïåðåõîäíûìè è ñîñóùåñòâóþò ñ

óñòîé÷èâûì óçëîì, íî ïîñëå áèôóðêàöèè ñåäëî-óçåë îíè ìîãóò ïðè-

íàäëåæàòü àòòðàêòîðó (åñëè íåò äðóãèõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò). Îáû÷íî ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç ïåðå-

ìåæàåìîñòü. Êàðòèíà äèíàìèêè áëèçêà ê ïîêàçàííîé íà ðèñ. 7.5;

îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèííûìè ëàìèíàðíûìè ñèíõðîíèçîâàííûìè

ó÷àñòêàìè è ïðîñêîêàìè ôàçû; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,

÷òî èíòåðâàëû ìåæäó ïðîñêîêàìè òåïåðü õàîòè÷åñêèå.

Ñöåíàðèé I òèïè÷åí äëÿ ñåðåäèíû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå

óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ îðáèòû îòäåëåíû äðóã îò äðóãà. Çäåñü

ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû ñèëû ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ îïèñàííûé

ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ñöåíàðèè II è III îñóùå-

ñòâëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, îáû÷íî ïðè èçìå-

íåíèè ðàññòðîéêè (êàê ïðàâèëî, ñöåíàðèé II ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøèì

çíà÷åíèÿì àìïëèòóäû ñèëû).

Êðîìå âîçìîæíîñòè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ åñòü è äðóãèå ÷åðòû,

îòëè÷àþùèå ñèíõðîíèçàöèþ ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ âîçäåéñòâèÿ

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàëûìè. Âî-ïåðâûõ, äèíàìèêà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ðàçëè÷íûå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò

ïåðåêðûâàòüñÿ, ïðèâîäÿ ê ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, òàê ÷òî ïðè íåêî-

òîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå

äâèæåíèÿ ñ ðàçíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ (ò.å. ñ ðàçíûìè îòíîøåíèÿ-

ìè íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû ñèëû). Ýòî ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü

ýêñïåðèìåíòàëüíî Âàí-äåð-Ïîëåì è Âàí-äåð-Ìàðêîì [van der Pol

and van der Mark 1927], ñì. ðèñ. 3.29.13 Äðóãîå ñâîéñòâî, èíîãäà íà-

áëþäàåìîå ïðè áîëüøîé ñèëå, çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ãëàäêîãî

èñ÷åçíîâåíèÿ îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè áåç ïåðåõîäà ê õàîñó, ïîäðîáíåå

ñì. [Aronson et al. 1986].

13 Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïûòàÿñü ïîíÿòü ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ïðè ñèí-

õðîíèçàöèè, Êàðòðàéò è Ëèòòëâóä [Cartwright and Littlewood 1945] îáíà-

ðóæèëè íåêîòîðûå ñòðàííûå îñîáåííîñòè äèíàìèêè, ïîçæå ïîçâîëèâøèå

Ñìåéëó [Smale 1980] ïîñòðîèòü åãî çíàìåíèòóþ õàîòè÷åñêóþ ïîäêîâó.
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7.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòàòîðîâ è
êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè àâòîêîëåáàíèÿ è âëèÿíèå íà íèõ

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ðîòàòîðû íå ïðèíàäëåæàò ê

ýòîìó êëàññó ìîäåëåé, ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîêîëåáàòåëü-

íûìè ñèñòåìàìè. Òåì íå ìåíåå, åñëè ðîòàòîð ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå

ïîñòîÿííîé ñèëîé, òî âîçíèêàþùåå äâèæåíèå ïîõîæå íà àâòîêîëå-

áàíèÿ: â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïðåäåëüíûé öèêë, è îäèí èç

ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó âðàùåíèÿ ðîòàòîðîâ

òàêæå ìîãóò áûòü ñèíõðîíèçîâàíû ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì ïðèìåðû ðîòàòîðîâ, à ïîòîì îáñóäèì ñâîéñòâà

èõ ñèíõðîíèçàöèè.

7.4.1 Äèíàìèêà ðîòàòîðîâ è êîíòàêòîâ
Äæîçåôñîíà

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàÿòíèê ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà K, ñì. ðèñ. 7.20a. Îí îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

d
2	

dt2
+ 

d	

dt
+ �

2 sin	 =
K

I
: (7.69)

Çäåñü � � ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé (â ðåæèìå âðàùåíèÿ îíà íèêàêîé

ðîëè íå èãðàåò, òàê ÷òî ìû äàæå è íå èñïîëüçóåì íàøå îáû÷íîå

îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷àñòîòû !),  > 0 � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ, K �

ìîìåíò ñèëû è I � ìîìåíò èíåðöèè. Óðàâíåíèå (7.69) äèññèïàòèâíî,

â íåì âîçìîæíû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ðåæèìû äâóõ òèïîâ:

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ïðè ìàëîì ìîìåíòå ñèëû) èëè âðàùåíèÿ (ïðè

K

(a)

R

I(b)

Ψ

C J

Ðèñ. 7.20. (a) Ïðîñòåéøèé ðîòàòîð � ýòî ìàÿòíèê. (b) Ìîäåëü øóí-

òèðîâàííîãî êîíòàêòà Äæîçåôñîíà � ¾ýëåêòðè÷åñêîãî ðîòàòîðà¿. Îáå

ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå óðàâíåíèÿìè (7.69) è (7.71).



Æ
��
��
��
��
��
k280 Ãëàâà 7. Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì

áîëüøèõ K).14 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7.69)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð 0 � 	 < 2�; �1 < _	 < 1 (ìû

ñ÷èòàåì ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2�, ýêâèâàëåíòíû-

ìè). Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ � ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà öèëèíäðå,

à âðàùåíèÿì îòâå÷àåò çàìêíóòàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ. Õîòÿ

ôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè àâòîêîëåáàíèé îòñóòñòâóþò, ïðåäåëüíûé

öèêë âîçíèêàåò èç-çà îñîáîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà �

èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé 	.

Ïîñêîëüêó âðàùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì, ñîõðàíÿ-

þòñÿ âñå ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî öèêëà â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ: ýòî

èçîëèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñ îäíèì îòðèöàòåëüíûì

è îäíèì íóëåâûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü âðàùåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû êàê àâòî-

êîëåáàíèÿ. Îäíàêî íå âñÿ ðàçâèòàÿ äëÿ êîëåáàíèé òåîðèÿ ïðèìåíèìà

â ýòîì ñëó÷àå: öèëèíäðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ (íàïðèìåð, öèêë íå ìîæåò

ðîäèòüñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Õîïôà).

Óðàâíåíèå (7.69) èìååò è äðóãîå çàìå÷àòåëüíîå ïðèìåíåíèå: îíî

îïèñûâàåò êîíòàêò Äæîçåôñîíà. Ìû äàäèì çäåñü êðàòêèé åãî âû-

âîä, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê êíèãàì [Barone and Paterno 1982]

è [Likharev 1991]. Â øèðîêî ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè øóíòèðîâàííîãî

êîíòàêòà (ðèñ. 7.20b) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîê ÷åðåç êîíòàêò ñîñòîèò

èç òðåõ êîìïîíåíò: ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê Ic sin	, òîê ÷åðåç ñîïðî-

òèâëåíèå V=R è òîê ÷åðåç åìêîñòü _V C. Äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé

	(t) ñëóæèò ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè âîëíîâûìè

ôóíêöèÿìè ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïî îáå ñòîðîíû êîíòàêòà. Â êîíòåêñòå

äèíàìèêè êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ýòó ïåðåìåííóþ îáû÷íî íàçûâàþò

¾ôàçîé¿, ìû æå ïðåäïî÷òåì íàçûâàòü åå ¾óãëîì¿, ò.ê. òåðìèí ¾ôà-

çà¿ ìû ðåçåðâèðóåì çà ïåðåìåííîé íà ïðåäåëüíîì öèêëå. Ïàðàìåòð

Ic íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì òîêîì ÷åðåç êîíòàêò. Ñîïðîòèâëåíèå R

è åìêîñòü C õàðàêòåðèçóþò îáû÷íûå ñîñòàâëÿþùèå òîêà. Íàêîíåö,

íàïðÿæåíèå V ñâÿçàíî ñ óãëîì 	 ôîðìóëîé Äæîçåôñîíà

_	 =
2e

~
V; (7.70)

ãäå çàðÿä ýëåêòðîíà e è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà óêàçûâàþò íà êâàíòîâûé

õàðàêòåð ýôôåêòà. Ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîíòàê-

òà, ïèòàåìîãî âíåøíèì òîêîì I,

14 Íà ñàìîì äåëå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è îáëàñòü áèñòàáèëüíîñòè, ãäå îáà

ýòèõ ðåæèìà óñòîé÷èâû.
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I = Ic sin	 +
~

2eR

d	

dt
+
C~

2e

d
2	

dt2
; (7.71)

ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì (7.69) äëÿ ìàÿòíèêà. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà

âðàùåíèé èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ñîãëàñíî (7.70) îíà ïðî-

ïîðöèîíàëüíà ïîñòîÿííîìó íàïðÿæåíèþ íà êîíòàêòå. Ñòàöèîíàðíîå

ñîñòîÿíèå ðîòàòîðà (ò.å. _	 = 0) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó íàïðÿæåíèþ,

à ïðè âðàùåíèè íàïðÿæåíèå íå ðàâíî íóëþ. Ñèíõðîíèçîâàííîìó

âðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþò, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñòóïåíüêè íà

âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå êîíòàêòà.

7.4.2 Ïåðåäåìïôèðîâàííûé ðîòàòîð âî âíåøíåì
ïîëå

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, âðàùåíèÿì îòâå÷àåò ïðåäåëüíûé öèêë â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàê ÷òî îáùèå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 7.1 è

7.3 ïðèìåíèìû è çäåñü. Áîëåå òîãî, ìíîãèå ýôôåêòû ñèíõðîíèçàöèè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è â áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, âñëåä-

ñòâèå ñïåöèôè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâè-

òåëüíî, îáû÷íî ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íåâîçìîæíû â îäíîìåðíûõ

ñèñòåìàõ (äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà íóæíû, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ïå-

ðåìåííûå). Íî äëÿ âðàùåíèé ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò: åñëè ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî � îêðóæíîñòü, òî âðàùåíèÿ âîçìîæíû.

Äëÿ ðîòàòîðà è êîíòàêòà Äæîçåôñîíà îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà ïî-

ëó÷àåòñÿ â óëüòðàäèññèïàòèâíîì ïðåäåëå, êîãäà êîýôôèöèåíò ïðè

âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ êîíòàêòà Äæîçåôñîíà

ýòî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé åìêîñòè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò

âèä

d	

dt
= �(� sin	 + I); (7.72)

ãäå � = 2eRIc=~ è I = I=Ic. Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ (7.29):

óñðåäíåííîå ôàçîâîå óðàâíåíèå äëÿ àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì

ñèëû ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ïåðåäåìïôèðîâàííîãî ðîòàòîðà ñ ïî-

ñòîÿííûì ìîìåíòîì ñèëû. Ýòîò ìîìåíò I ñîîòâåòñòâóåò ðàññòðîéêå;
çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû âðàùåíèé 
 = h _	i îò ýòîãî ïàðàìåòðà áûëà

ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.4b. Äëÿ êîíòàêòà Äæîçåôñîíà 
 ïðîïîðöèîíàëüíà

íàïðÿæåíèþ V , à I � òîêó, ïîýòîìó ðèñ. 7.4b äàåò âîëüò-àìïåðíóþ

õàðàêòåðèñòèêó êîíòàêòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âðàùåíèÿìè ïîä äåéñòâè-

åì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Åñëè äîáàâèòü ïåðåìåííûé òîê, óðàâíå-

íèå (7.72) ïðèìåò âèä
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d	

dt
= �(� sin	 + I + J cos(!t)): (7.73)

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (7.15), ïîýòîìó âñÿ òåîðèÿ ìîæåò

áûòü ïðèìåíåíà ê íàøåìó ñëó÷àþ. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ åñòü îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.

Ìû ïðèâåäåì çäåñü àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ïåðåìåííîãî òîêà:

J � 1 (íàïîìíèì, ÷òî âíåøíèé òîê îòíîðìèðîâàí íà êðèòè÷åñêèé

ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê ÷åðåç êîíòàêò). Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì ÷ëåíîì â (7.73), à ïîòîì ðàññìàòðèâàòü

åãî êàê âîçìóùåíèå. ×òîáû íàéòè ñèíõðîíèçîâàííîå ðåøåíèå, áóäåì

ñ÷èòàòü J�1 ìàëûì ïàðàìåòðîì è ðàçëîæèì ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì

J�1:

	 = n!t+ J	�1(t) + 	0(t) + � � � ; h _	�1i = h _	0i = 0: (7.74)

Â (7.74) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðàùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòîòîé, êðàò-

íîé ÷àñòîòå ñèëû. Ïîäñòàâëÿÿ (7.74) â (7.73), ïîëó÷èì äëÿ ÷ëåíîâ

�J

	�1(t) = �!
�1 sin(n!t) + 	0

�1; 	0
�1 = constant:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (7.73) è ñîáèðàÿ âìåñòå ÷ëåíû �J 0, ïîëó÷èì

d	0

dt
= �I � n! � � sin[n!t+ �J!�1 sin(!t) + J	0

�1]:

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå h _	0i = 0 è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðèîäó 2�=!,

ïîëó÷èì

0 = �I � n! � � sin	0
�1Jn(��J!

�1);

ãäå J
n
� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó sin	0

�1 ëåæèò

ìåæäó �1 è 1, íàõîäèì øèðèíó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè:���I � n!
�

��� <
����Jn
�
�
�J
!

����� : (7.75)

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîíòàêòîì Äæîçåôñîíà îáëàñòè (7.75) ïðîÿâëÿ-

þòñÿ êàê ñòóïåíüêè íà âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå ïðè V
n

=

n!~=2e, îíè íàçûâàþòñÿ ñòóïåíüêàìè Øàïèðî (ñì. ðàçäåë 4.1.8).

Èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòà-

òîðîâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé. Ôàçà

ðîòàòîðà ìîæåò áûòü ââåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óãëîâîé ïåðåìåííîé,

è ýòî ïðèâîäèò ê ïðîñòûì îïðåäåëåíèÿì ïåðèîäà è ÷àñòîòû. Áîëåå

òîãî, ðîòàòîðû åùå ïðîùå, ÷åì îñöèëëÿòîðû � çäåñü íåò òàêèõ ñâÿ-

çàííûõ ñ àìïëèòóäîé ýôôåêòîâ êàê ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé.



7.5 Ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè Æ
��
��
��
��
��
k283

7.5 Ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

Èäåÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (ïî-àíãëèéñêè: phase-locked

loops, PLL) ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ýôôåêòèâ-

íîé è óñòîé÷èâîé ìîäóëÿöèè/äåìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ â ýëåêòðîííûõ

ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Èíôîðìàöèÿ (íàïðèìåð, çâóê) â

÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîì ðàäèîñèãíàëå çàøèôðîâàíà â èçìåíåíèÿõ

(ìîäóëÿöèè) ÷àñòîòû. Â ïðèåìíèêå íåîáõîäèìî âûäåëèòü ýòè èç-

ìåíåíèÿ, ò.å. ïðîèçâåñòè äåìîäóëÿöèþ. Â íàøè äíè ñèñòåìû ôàçî-

âîé àâòîïîäñòðîéêè èñïîëüçóþòñÿ â áîëüøèíñòâå ðàäèîïðèåìíèêîâ.

Çäåñü ìû èçëîæèì îáùèå ïðèíöèïû èõ ðàáîòû, ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ

îïèñàííûì âûøå ôèçè÷åñêèì ïîíèìàíèåì ñèíõðîíèçàöèè.

Â ñèñòåìå ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè òðåáóåòñÿ ñèíõðîíèçîâàòü àâ-

òîêîëåáàíèÿ âíåøíèì ñèãíàëîì, íî âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü

ñèãíàë ïðîñòî êàê âíåøíþþ ñèëó (êàê â (7.5)), êîíñòðóèðóåòñÿ ñõåìà,

ïðèçâàííàÿ îáåñïå÷èòü ñèíõðîíèçàöèþ. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ìåòî-

äà ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè óïðàâëÿòü ðàçëè÷íûìè àñïåêòàìè äèíàìè-

êè ôàçû ïî îòäåëüíîñòè; ôàêòè÷åñêè, êîíñòðóèðóåòñÿ ýëåêòðîííîå

óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìîäåëèðóåò çàäàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçû ñ

æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè ñèíõðîíèçàöèè.

Ïðîñòàÿ áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ïðèâåäåíà

íà ðèñ. 7.21. Íà âõîä ïîñòóïàåò óçêîïîëîñíûé ñèãíàë x(t), êîòîðûé

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñèíóñîèäàëüíûé ïðîöåññ ñ ìåäëåííî ìåíÿþ-

ùåéñÿ ôàçîé è àìïëèòóäîé:

x(t) = A(t) sin�e(t): (7.76)

Ïîñêîëüêó íóæíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â èçìåíåíèÿõ ôàçû, âû-

õîäíîé ñèãíàë äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí �e.

ÄÅÔÅËÔÏÒ
ÆÁÚÏ×ÙÊ

ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ,
ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ
ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅÍ

x(t)
×ÙÈÏÄÆÉÌØÔÒ

ÎÉÖÎÉÈ ÞÁÓÔÏÔ
u(t)

v(t)

y(t)

×ÈÏÄ

Ðèñ. 7.21. Áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè, ñîñòîÿùåé èç

ôàçîâîãî äåòåêòîðà, ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò, è ãåíåðàòîðà, óïðàâëÿå-

ìîãî íàïðÿæåíèåì.
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Ñèíõðîíèçóåìûì àâòîãåíåðàòîðîì ñëóæèò ãåíåðàòîð, óïðàâëÿå-

ìûé íàïðÿæåíèåì (ÃÓÍ), åãî ÷àñòîòà çàâèñèò îò óïðàâëÿþùåãî ñèã-

íàëà v(t). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà âûõîäå ÃÓÍ ãåíåðèðóåòñÿ ñèíóñî-

èäàëüíûé ñèãíàë ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé è ìãíîâåííîé ÷àñòîòîé
_�, ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò v(t):

y(t) = 2B cos�(t);
d�

dt
= !0 +Kv(t): (7.77)

Ñëåäóþùàÿ öåëü � ñäåëàòü ñèãíàë v(t) ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçíîñòè

ôàç ìåæäó âûõîäîì ÃÓÍà y(t) è âõîäíûì ñèãíàëîì x(t). Ýòî äîñòè-

ãàåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî äåòåêòîðà

ôîðìèðóåòñÿ ñèãíàë, ïðîïîðöèîíàëüíûé íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ðàç-

íîñòè ôàç ìåæäó x è y. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè ñèãíàëû ïðîñòî

ïåðåìíîæàþòñÿ:

u(t) = x(t)y(t) = AB[sin(�e + �) + sin(�e � �)]: (7.78)

Òåïåðü íåîáõîäèìî âûäåëèòü êîìïîíåíòó u, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ðàç-

íîñòè ôàç, ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøåãî ôèëüòðà íèæíèõ

÷àñòîò. Îí ïîäàâëÿåò â (7.78) ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñóììå

ôàç (ýòîò ÷ëåí èìååò óäâîåííóþ ÷àñòîòó). Îñòàâëÿÿ òîëüêî ñëàãàå-

ìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàçíîñòè ôàç, çàïèøåì

dv

dt
+
v

�
= AB sin(�e � �); (7.79)

ãäå � � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ôèëüòðà.

Ââîäÿ ðàçíîñòü ôàç  = �� �e, èç (7.77) è (7.79) ïîëó÷àåì:

d
2
 

dt2
+

1

�

d 

dt
+KAB sin = �

d
2
�e

dt2
�

1

�

�
d�e

dt
� !0

�
: (7.80)

Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî (7.69) è (7.71). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êî-

ãäà ÷àñòîòà âõîäíîãî ñèãíàëà _�e = ! ïîñòîÿííà, ïðàâàÿ ÷àñòü (7.80)

òîæå ïîñòîÿííà, è â (7.80) åñòü óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

(åñëè, êîíå÷íî, ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ò.å. ! � !0).

Âûõîäíîé ñèãíàë v ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè ôàç, v / sin . Åñëè

âõîäíàÿ ôàçà �e ìåäëåííî ìîäóëèðîâàíà, òî âûõîäíîé ñèãíàë èçìå-

íÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìîäóëÿöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ãåíåðèðóåò ñèãíàë y(t), èìåþùèé òàêóþ æå

(çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè) ôàçó, ÷òî è âõîäíîé ñèãíàë x(t); èñêîìûé

âûõîäíîé ñèãíàë åñòü v(t). Íà ôèçè÷åñêîì ÿçûêå, àâòîãåíåðàòîð

(ÃÓÍ) ñèíõðîíèçîâàí âõîäíûì ñèãíàëîì x(t).

Ïðåèìóùåñòâî ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ñîñòîèò â òîì,

÷òî ñèíõðîíèçîâàííûé ñèãíàë y(t) ãîðàçäî ÷èùå èñõîäíîãî x(t): âåñü
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àìïëèòóäíûé øóì A(t), ðàâíî êàê è âûñîêî÷àñòîòíûé, ïîäàâëÿþòñÿ

â ðåçóëüòàòå äåòåêòèðîâàíèÿ ôàçû è ôèëüòðàöèè (ñì. ðèñ. 7.22). Î

ïðàêòè÷åñêèõ àñïåêòàõ ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè,

â ÷àñòíîñòè î äèñêðåòíûõ ñõåìàõ, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [Best 1984;

Lindsey and Chie 1985; Afraimovich et al. 1994] è ïðèâåäåííîé òàì

ëèòåðàòóðå.

7.6 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì îòíîñèòñÿ ê

êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Â íàøå âðåìÿ

âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé îáðàùåíî íà íåîáû÷íûå ýôôåêòû, òàêèå

êàê, íàïðèìåð, ïåðåõîä ê õàîñó. Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû èçó÷àëèñü ÷è-

ñëåííî [Zaslavsky 1978; Gonzalez and Piro 1985; Aronson et al. 1986;

Parlitz and Lauterborn 1987; Mettin et al. 1993; Coombes 1999; Coombes

and Bressloff 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [Martin and Martienssen 1986;

Bryant and Jeffries 1987; Benford et al. 1989; Peinke et al. 1993]. Â ÷àñò-

íîñòè, Ãëàññ [Glass 1991] äàåò îáçîð ñèíõðîíèçàöèè âûíóæäåííûõ

ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ñåðäå÷íîé àðèòìèè,

ýòà ðàáîòà ñîäåðæèò îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ. Â òîì æå âûïóñêå

ïîìåùåíà îðèãèíàëüíàÿ ñòàòüÿ Àðíîëüäà [Arnold 1991]. Íåñêîëüêî

ðàáîò ïîñâÿùåíû ñâîéñòâàì ïîäîáèÿ è ñêåéëèíãà ÿçûêîâ Àðíîëüäà

è îïèñàíèþ ÷åðòîâîé ëåñòíèöû [Ostlund et al. 1983; Jensen et al. 1984;

Alstr�m et al. 1990; Christiansen et al. 1990; Reichhardt and Nori 1999].

(a)

(b)

Ðèñ. 7.22. Ñèñòåìà ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü øóì

âõîäíîãî ñèãíàëà x(t) (a). Èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû è âûñîêî÷àñòîòíûå

øóìîâûå êîìïîíåíòû íå ïðîÿâëÿþòñÿ â êîëåáàíèÿõ ÃÓÍ y(t) (b). Ïî

Best [1984].



Ãëàâà 8

Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè äâóõ àâòîêî-

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì çà ñ÷åò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì â ãëàâå 7, êîãäà

îäèí îñöèëëÿòîð ïîäâåðæåí âíåøíåìó ïåðèîäè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ,

è ñëó÷àåì ìíîãèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ, êîòîðûé áó-

äåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íèæå â ãëàâàõ 11 è 12. Äåéñòâèòåëüíî, ñëó÷àé

ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ïðè îäíîíàïðàâëåííîé

ñâÿçè. Äâà îñöèëëÿòîðà îáðàçóþò ýëåìåíòàðíûé áëîê, êîòîðûé èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ñëó÷àÿ ìíîãèõ (áîëåå, ÷åì äâóõ) âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ñèñòåì. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì: åñòü äâå íåëèíåéíûå ñèñòåìû, äåìîíñòðèðóþùèå ïåðèî-

äè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå ñ ðàçëè÷íûìè àìïëèòó-

äàìè è ÷àñòîòàìè. Ýòè ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþò, è èíòåíñèâíîñòü

âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü îñíîâíîé ïàðàìåòð. Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà

ñâÿçàííîé ñèñòåìû, ãëàâíûì îáðàçîì çàõâàò ôàç è ÷àñòîò.

Â ðàçäåëå 8.1 ìû ðàçâèâàåì ìåòîä ôàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðûé

ñïðàâåäëèâ â ñëó÷àå ìàëîé ñâÿçè � â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

ñâÿçàííûì óðàâíåíèÿì, â êîòîðûå âõîäÿò òîëüêî ôàçû. Äðóãîå ïðè-

áëèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëå 8.2, ãäå îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà ñëà-

áîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8.3 ìû îïèñûâàåì
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ñèíõðîíèçàöèþ ðåëàêñàöèîííûõ ñèñòåì ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿. Ñâÿ-

çàííûå ðîòàòîðû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî: èõ ñâîéñòâà î÷åíü

áëèçêè ê ñâîéñòâàì îñöèëëÿòîðîâ.

8.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà

Åñëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ àâòîêîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè ìàëà, òî,

ñëåäóÿ ðàáîòàì Ìàëêèíà [1956] è Êóðàìîòî [Kuramoto 1984], ìîæíî

âûâåñòè çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàç. Ýòîò ïîäõîä ïî ñóòè ñîâïà-

äàåò ñ èñïîëüçîâàííûì â ðàçäåëå 7.1; çäåñü ìû èñïîëüçóåì ìíîãèå

èçëîæåííûå òàì èäåè. Íàøà îñíîâíàÿ ìîäåëü � ýòî ñèñòåìà äâóõ

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

dx
(1)

dt
= f

(1)(x(1)) + "p
(1)(x(1);x(2));

dx
(2)

dt
= f

(2)(x(2)) + "p
(2)(x(2);x(1)):

(8.1)

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì êàêîé-ëèáî ñõîæåñòè îñöèëëÿòî-

ðîâ: îíè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íîé ïðèðîäû è èìåòü ðàçëè÷íóþ ðàçìåð-

íîñòü. Ñâÿçü ìîæåò áûòü àñèììåòðè÷íîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì òîëüêî,

÷òî àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà (îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèÿìè f (1);(2)) ìîæåò

áûòü îòäåëåíà îò âçàèìîäåéñòâèÿ (îïèñûâàåìîãî â îáùåì ñëó÷àå ðàç-

ëè÷íûìè ÷ëåíàìè p
(1);(2)), ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðó ñâÿçè ".

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîòèâèðîâàíî ôèçè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé ïðî-

áëåìû: åñòü äâà íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðà, êîòîðûå ìîãóò ôóíêöèî-

íèðîâàòü ðàçäåëüíî, íî ìîãóò è âçàèìîäåéñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì,

ìû èñêëþ÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà äâå êîëåáàòåëüíûå ìîäû íàáëþäà-

þòñÿ â ñëîæíîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå

ñîñòàâëÿþùèå.1 Äðóãîé ñëó÷àé, íå ó÷èòûâàåìûé ñèñòåìîé (8.1), �

ýòî ñëó÷àé áîëåå ñëîæíîé ñâÿçè, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.2

Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè " ê íóëþ â êàæäîé ñèñòåìå èìå-

åòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, àâòîíîìíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé

1 Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, â

ëàçåðàõ) âîçìîæíà ãåíåðàöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ìîä,

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ ìîäåëè (8.1)
2 Â ýëåêòðîíèêå ýòî ðàçëè÷èå ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå ìåæäó ðåçèñòèâíîé

ñâÿçüþ (íåò äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé) è ðåàêòèâíîé � åìêîñòíîé èëè

èíäóêòèâíîé � ñâÿçüþ (íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ). Îäèí

òàêîé ïðèìåð áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 12.3.
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ñèñòåì ðàâíû !1 è !2. Òîãäà, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 7.1, ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü äâå ôàçû íà öèêëàõ è â îêðåñòíîñòÿõ3 (ñð. ñ óðàâíåíè-

åì (7.3)),

d�1

dt
= !1;

d�2

dt
= !2:

(8.2)

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷àñòîòû !1; !2 íàõîäÿòñÿ â èððàöèîíàëüíîì ñîîò-

íîøåíèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå â ñèñòåìå íåñâÿçàííûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìû ìîæåì íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ôàç

ñâÿçàííûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (7.14):

d�1(x
(1))

dt
= !1 + "

X
k

@�1

@x
(1)

k

p
(1)

k

(x(1);x(2));

d�2(x
(2))

dt
= !2 + "

X
k

@�2

@x
(2)

k

p
(2)

k

(x(2);x(1)):

(8.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè ìàëîé ñâÿçè âîçìóùåíèÿ àìïëèòóä ìàëû, ïîä-

ñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x(1);x(2) íà öèêëàõ, ãäå

êàæäàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ åñòü íåêàÿ ôóíêöèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé

ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ ôàç

d�1

dt
= !1 + "Q1(�1; �2);

d�2

dt
= !2 + "Q2(�2; �1);

(8.4)

ñ 2�-ïåðèîäè÷åñêèìè (ïî îáîèì àðãóìåíòàì) ôóíêöèÿìè Q1;2.

Âîçìîæíîñòü çàïèñàòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ïåðå-

ìåííûõ îçíà÷àåò, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå-

ìåííûõ (x(1);x(2)) ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü,

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ôàçàìè �1; �2. Áîëåå òîãî, ýòà ïîâåðõíîñòü � òîð,

òàê êàê ñäâèã ëþáîé èç ôàç íà 2� äàåò òó æå ñàìóþ òî÷êó â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò äâóìåðíûé òîð åñòü ïîëíûé àíàëîã èíâàðèàíò-

íîãî òîðà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 7.3. Åñòü

äâå âîçìîæíîñòè õàðàêòåðèçîâàòü äèíàìèêó íà èíâàðèàíòíîì òîðå.

3 Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçäåëîì 7.1 ìû îïóñêàåì íèæíèé èíäåêñ ¾0¿ ïðè îáîçíà-

÷åíèè àâòîíîìíûõ ÷àñòîò; âìåñòî ýòîãî ìû èñïîëüçóåì íèæíèé èíäåêñ,

ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó îñöèëëÿòîðà.



8.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà Æ
��
��
��
��
��
k289

Ïåðâàÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìàëîñòè ïàðàìåòðà " è óñðåäíåíèè

óðàâíåíèÿ (8.4). Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà êîíñòðóèðîâàíèè îòîáðà-

æåíèÿ îêðóæíîñòè.

8.1.1 Óñðåäíåííûå ôàçîâûå óðàâíåíèÿ

2�-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Q1;2 â óðàâíåíèÿõ (8.4) ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå

Q1(�1; �2) =
X
k;l

a
k;l

1 e
ik�1+il�2 ; Q2(�2; �1) =

X
k;l

a
l;k

2 e
ik�1+il�2 :

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ôàçû âðàùàþòñÿ ðàâíîìåðíî ñ íåâîçìóùåí-

íûìè (àâòîíîìíûìè) ÷àñòîòàìè

�1 = !1t; �2 = !2t;

è â ôóíêöèÿõ Q1;2 âñå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâóþò áûñòðûì âðàùåíè-

ÿì, êðîìå ÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ

k!1 + l!2 � 0:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àâòîíîìíûå ÷àñòîòû !1;2 íàõîäÿòñÿ ïî÷òè â

ðåçîíàíñå:

!1

!2
�
m

n
:

Òîãäà âñå ÷ëåíû ðÿäà Ôóðüå ñ èíäåêñàìè k = nj; l = �mj ÿâëÿþòñÿ
ðåçîíàíñíûìè è âíîñÿò âêëàä â óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòà-

òå ìû ïîëó÷àåì

d�1

dt
= !1 + "q1(n�1 �m�2);

d�2

dt
= !2 + "q2(m�2 � n�1);

(8.5)

ãäå

q1(n�1 �m�2) =
P

j
a
nj;�mj

1 e
ij(n�1�m�2);

q2(m�2 � n�1) =
P

j
a
mj;�nj

2 e
ij(m�2�n�1):

Äëÿ ðàçíîñòè ôàç  = n�1 �m�2 äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ìû ïîëó÷àåì

èç (8.5)

d 

dt
= �� + "q( ); (8.6)
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ãäå

� = m!2 � n!1; q( ) = nq1( ) �mq2(� ): (8.7)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (8.6) èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê óðàâ-

íåíèå (7.24) ðàçäåëà 7.1.6, è íàì íå íàäî ïîâòîðÿòü åãî àíàëèç. Â

ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè óðàâíåíèå (8.6) èìååò óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ  0 è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàâíû


1;2 = h _�1;2i = !1;2 + "q1;2(� 0):

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ÷àñòîò îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âíóòðè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè:


1


2
=
m

n
:

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ðåçîíàíñà 1 : 1, ò.å.

ñëó÷àé, êîãäà àâòîíîìíûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ ïî÷òè ñîâïàäàþò:

!1 � !2. Òîãäà â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ m = n = 1. Äàëåå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçü ñèììåòðè÷íà, ò.å. q1( ) = q2( ); òîãäà, â

ñîîòâåòñòâèè ñ (8.7), ïîëó÷èì àíòèñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ ñâÿçè â

(8.6), q( ) = �q(� ). Ïðîñòåéøàÿ è íàèáîëåå åñòåñòâåííàÿ àíòèñèì-
ìåòðè÷íàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü ñèíóñ, è ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ âûãëÿäèò êàê

d 

dt
= �� + " sin : (8.8)

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà " âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ � ïðèòÿãèâàþùåå

èëè îòòàëêèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå.4 Åñëè " < 0, òî óñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàçíîñòè ôàç  ëåæèò â èíòåðâàëå ��=2 <  < �=2, è, â

÷àñòíîñòè, ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå � óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè

ôàç ðàâíî íóëþ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçû ¾ïðèòÿãèâàþòñÿ¿ äðóã

ê äðóãó. Åñëè " > 0, òî óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç ëåæèò

â èíòåðâàëå �=2 <  < 3�=2, è äëÿ ñîâïàäàþùèõ àâòîíîìíûõ

÷àñòîò ðàâíî �; ýòî ñëó÷àé ¾îòòàëêèâàíèÿ¿. Ýòè äâà òèïà ñèíõðîí-

íîãî äâèæåíèÿ íàçûâàþò ñèíôàçíûì (¾in-phase¿) è ïðîòèâîôàçíûì

(¾anti-phase¿ èëè ¾out-of-phase¿) ðåæèìàì.5 Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êî-

ëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñèíõðîíèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, øèðè-

íà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè) îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ. Ñòîèò

4 Èëè æå, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî " ïîëîæèòåëüíî, íî ôóíê-

öèÿ ñâÿçè ìåíÿåò çíàê, sin ! � sin .
5 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî Ãþéãåíñ â ñâîåì ïåðâîì íàáëþäåíèè ÿâëåíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè îáíàðóæèë èìåííî ïðîòèâîôàçíûé ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè

ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ.
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îòìåòèòü, ÷òî, åñëè ôîðìà èçîõðîí â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öè-

êëà íåòðèâèàëüíà, òî ïðèòÿæåíèå èëè îòòàëêèâàíèå ôàç ìîæåò íå

ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèòÿæåíèþ èëè îòòàëêèâàíèþ ìåæäó èñõîäíûìè

ïåðåìåííûìè x
(1;2)

k
(ñì. ïðèìåðû â [Han et al. 1995, 1997; Postnov

et al. 1999a]).

Â óñðåäíåííîì îïèñàíèè ñèíõðîíèçàöèÿ âîçíèêàåò êàê èäåàëüíûé

çàõâàò ôàç: ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êè  0 â óðàâíå-

íèè (8.8) îçíà÷àåò íå òîëüêî òî, ÷òî îñöèëëÿòîðû èìåþò îäèíàêîâûå

÷àñòîòû, íî è ïîñòîÿíñòâî ôàçîâîãî ñäâèãà, �1 = �2 + 0. Ïîñëåäíåå

ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëíóþ ñèñòåìó

(8.4): çà ñ÷åò íåðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ ôàçû íå çàõâà÷åíû èäåàëüíî,

à îñöèëëèðóþò âîêðóã òðàåêòîðèè óñðåäíåííîé ñèñòåìû (8.5). Ýòè

îñöèëëÿöèè ìîãóò áûòü îñîáåííî âåëèêè, åñëè êîëåáàíèÿ áëèçêè

ê ðåëàêñàöèîííûì, ò.å., åñëè ôóíêöèÿ ñâÿçè Q1;2 ñîäåðæèò ìíîãî

ãàðìîíèê.

8.1.2 Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (8.4) 2�-ïåðèîäè÷íà ïî îáåèì ïåðåìåííûì;

ñëåäîâàòåëüíî ïîòîê íà äâóìåðíîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè (�1; �2) ýêâè-

âàëåíòåí ïîòîêó íà äâóìåðíîì òîðå 0 � �1 < 2�; 0 � �2 < 2�. Ýòîò

äâóõìåðíûé ïîòîê ìîæåò áûòü ñâåäåí ê îáðàòèìîìó îòîáðàæåíèþ

îêðóæíîñòè.

Âûáåðåì ïðÿìóþ �2 = 0 â êà÷åñòâå ñåêóùåé. Âûïóñêàÿ òðàåêòî-

ðèþ èç �1(0); �2(0) = 0 è ñëåäóÿ âäîëü íåå äî òî÷êè �1(t); �2(t) = 2�,

ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå �1(0) ! �1(t). Ââîäÿ äèñêðåòíîå âðåìÿ n,

çàïèøåì îòîáðàæåíèå â âèäå

�1(n+ 1) = F (�1(n)); (8.9)

ãäå ôóíêöèÿ F òàêîâà, ÷òî F (x+2�) = 2�+F (x).6 Äëÿ íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ñèñòåì ýòî îòîáðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïîâîðîòó

�1(n+ 1) = �1(n) + 2�
!1

!2
:

6 Ôàêòè÷åñêè, ìû èñïîëüçóåì çäåñü ìàëîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ: ïîòîê íà òîðå

íå ïðîèçâîëåí, à áëèçîê ê âðàùåíèÿì ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Ýòî îáåñïå-

÷èâàåò êàê îòñóòñòâèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òàê è çàìêíóòûõ òðàåêòî-

ðèé, íå îõâàòûâàþùèõ òîð, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóàíêàðå.
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Äëÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (8.9) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî âðàùå-

íèÿ � â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (7.52), ÷òî äàåò îòíîøåíèå äâóõ

íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò

� =

1


2

:

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæåí ýêâèâàëåíòíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îòîáðà-

æåíèÿ îêðóæíîñòè: ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ñåêóùåé �1 = 0 è

ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå �2 ! ~F (�2); íîâîå ÷èñëî âðàùåíèÿ áóäåò

îáðàòíî ñòàðîìó.

Âñÿ òåîðèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (ðàçäåë 7.3) ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà ê äàííîìó ñëó÷àþ. Â ÷àñòíîñòè, âûõîä èç ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë, êàê îïèñàíî â ðàçäåëàõ

7.1 è 7.3.

8.2 Ñëàáîíåëèíåéíûå îñöèëëÿòîðû

Åñëè ñâÿçü ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè îòíîñèòåëüíî âåëèêà, òî îíà âîç-

äåéñòâóåò íå òîëüêî íà ôàçû, íî è íà àìïëèòóäû. Âîîáùå ãîâîðÿ,

ñâîéñòâà ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé íåóíèâåðñàëüíû, íî â ñëó÷àå ñëà-

áîíåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä

óñðåäíåíèÿ è ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî

îò íåñêîëüêèõ ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïîä-

õîäó Aronson et al. [1990]. Òàê êàê ìåòîä óñðåäíåíèÿ áûë óæå êðàòêî

èçëîæåí â ðàçäåëå 7.2, òî çäåñü ìû ïðîñòî ìîäèôèöèðóåì óðàâíåíèÿ,

÷òîáû ó÷åñòü âçàèìíóþ ñâÿçü.

8.2.1 Îáùèå óðàâíåíèÿ

Âîçüìåì äâà, â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ, îñöèëëÿòîðà è ñâÿæåì èõ

ëèíåéíî

�x1 + !
2
1x1 = f1(x1; _x1) +D1(x2 � x1) +B1( _x2 � _x1); (8.10)

�x2 + !
2
2x2 = f2(x2; _x2) +D2(x1 � x2) +B2( _x1 � _x2): (8.11)

Çäåñü !1;2 � ÷àñòîòû ëèíåéíûõ íåñâÿçàííûõ ñèñòåì. Ïðè èíòåðïðå-

òàöèè ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èìåòü ââèäó:

(i) Ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíóþ ïî ïåðåìåííûì x1;2; _x1;2 ñâÿçü.

Ýòî îïðàâäàíî, åñëè àâòîíîìíûå ÷àñòîòû !1 è !2 áëèçêè, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñó 1 : 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè
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îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, èìåþùèå ÷àñòîòû !1;2, à ýòè ÷ëåíû

ëèíåéíû. Åñëè ëèíåéíûå ÷ëåíû îòñóòñòâóþò, òî íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ; ñèíõðîíèçàöèÿ â ýòîì

ñëó÷àå áóäåò ñëàáåå.

(ii) ×ëåíû, îïèñûâàþùèå ñâÿçü, âûáðàíû ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðàç-

íîñòè ïåðåìåííûõ è èõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêàÿ ñâÿçü èñ÷åçàåò ïðè

ñîâïàäåíèè ñîñòîÿíèé äâóõ ñèñòåì, x1 = x2; _x1 = _x2. [Aronson

et al. 1990] íàçûâàþò òàêóþ ñâÿçü ¾äèôôóçèîííîé¿. Äðóãàÿ

âîçìîæíîñòü � ýòî ¾íåïîñðåäñòâåííàÿ¿ ñâÿçü, êîãäà, íàïðèìåð,

óðàâíåíèå (8.10) ìîäèôèöèðóåòñÿ â

�x1 + !
2
1x1 = f1(x1; _x1) +D1x2 +B1 _x2:

Ðàçëè÷èå ìåæäó ¾íåïîñðåäñòâåííîé¿ è ¾äèôôóçèîííîé¿ ñâÿ-

çüþ ñòàíåò âàæíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ÿâëåíèÿ ¾âûìèðàíèÿ êî-

ëåáàíèé¿ (ãàøåíèÿ), â îñòàëüíîì æå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè

ïðè äâóõ òèïàõ ñâÿçè áëèçêè.7

Êàê îáû÷íî â ìåòîäå óñðåäíåíèÿ, ìû èùåì êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå

ñ îáùåé (ïîêà íåèçâåñòíîé) ÷àñòîòîé ! è ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ

êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè A1;2. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

x1;2(t) =
1
2
(A1;2(t)e

i!t + c:c:); y1;2(t) =
1
2
(i!A1;2(t)e

i!t + c:c:);

ïîëó÷èì îáùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ

àìïëèòóä A1;2 (ñð. ñ óðàâíåíèåì (7.41))

_A1 = �i�1A1 + �1A1 � (1 + i�1)jA1j2A1 + (�1 + iÆ1)(A2 �A1);

_A2 = �i�2A2 + �2A2 � (2 + i�2)jA2j2A2 + (�2 + iÆ2)(A1 �A2):
(8.12)

Ðàññòðîéêà ìîæåò áûòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàïèñàíà êàê

�1;2 = !1;2 � !:

Ïàðàìåòðû ñâÿçè �1;2; Æ1;2 ïðîïîðöèîíàëüíû êîíñòàíòàì ñâÿçè

B1;2;D1;2. Äðóãèå ïàðàìåòðû � �1;2; 1;2; �1;2 � òå æå ñàìûå, ÷òî

è â óðàâíåíèè (7.41). Ââîäÿ äåéñòâèòåëüíûå àìïëèòóäó è ôàçó â

7 Â ðàçäåëå 8.2.3 ìû îáñóæäàåì ðàçëè÷èå ìåæäó îïèñûâàþùèìè ñâÿçü

÷ëåíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè B1;2 è D1;2.
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ñîîòâåòñòâèè ñ A1;2 = R1;2e
i�1;2 , ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé:

_R1 = �1R1(1� 1R
2
1) + �1(R2 cos(�2 � �1)�R1)�

�Æ1R2 sin(�2 � �1);

_�1 = ��1 � �1�1R2
1 + Æ1

�
R2

R1

cos(�2 � �1)� 1

�
+

+�1
R2

R1
sin(�2 � �1);

_R2 = �2R2(1� 2R
2
2) + �2(R1 cos(�1 � �2)�R2)�

�Æ2R1 sin(�1 � �2);

_�2 = ��2 � �2�2R2
2 + Æ2

�
R1

R2
cos(�1 � �2)� 1

�
+

+�2
R1

R2
sin(�1 � �2):

(8.13)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ñâÿçü, çàâèñÿò òîëüêî îò

ðàçíîñòè ôàç, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñîêðàòèòü ÷èñëî óðàâíåíèé, ââåäÿ

ðàçíîñòü ôàç  = �2 � �1. Ñ ýòîé ïåðåìåííîé ñèñòåìà (8.13) ïðèíè-

ìàåò âèä

_R1 = �1R1(1� 1R
2
1) + �1(R2 cos �R1)� Æ1R2 sin ;

_R2 = �2R2(1� 2R
2
2) + �2(R1 cos �R2) + Æ2R1 sin ;

_ = � � + �1�1R
2
1 � �2�2R

2
2 +

�
�Æ1

R2

R1

+ Æ2
R1

R2

�
cos +

+ Æ1 � Æ2�
�
�1
R2

R1
+ �2

R1

R2

�
sin :

Çäåñü � = !2 � !1 � ýòî ðàññòðîéêà àâòîíîìíûõ ÷àñòîò.

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî îáùèå, è àíàëèç âñåõ âîçìîæ-

íûõ ñëó÷àåâ âåñüìà çàòðóäíèòåëåí. Ìû ìîæåì óìåíüøèòü ÷èñëî

ïàðàìåòðîâ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îñöèëëÿòîðû ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ëè-

íåéíûìè ÷àñòîòàìè, ò.å. �1 = �2 = �, è òàê äàëåå. Â äîïîëíåíèå,

íîðìàëèçóåì âðåìÿ íà � è àìïëèòóäû íà
p
=�, èçáàâèâøèñü òåì

ñàìûì îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû �; Æ

äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîðìàëèçîâàííûå íà �, à � � êàê
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íîðìàëèçîâàííûé íà =�. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü òå æå îáîçíà÷åíèÿ è ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå

_R1 = R1(1�R
2
1) + �(R2 cos �R1)� ÆR2 sin ; (8.14)

_R2 = R2(1�R
2
2) + �(R1 cos �R2) + ÆR1 sin ; (8.15)

_ = � � + �(R2
1 �R

2
2) + Æ

�
�
R2

R1
+
R1

R2

�
cos �

� �

�
R2

R1
+
R1

R2

�
sin : (8.16)

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû Aronson et al. [1990].

Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì âñå èõ ðåçóëüòàòû, à ëèøü îáñóæäàåì íàè-

áîëåå âàæíûå ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû.

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü, íàïîìíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìå-

òðîâ â óðàâíåíèÿõ (8.14)�(8.16). Ïàðàìåòð � îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ

çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îäèíî÷íîãî îñöèëëÿòîðà; èçîõðîííûå êîëåáà-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþò � = 0. Ïàðàìåòð � � ýòî ðàññòðîéêà àâòîíîìíûõ

÷àñòîò; êîãäà ÷àñòîòû ñîâïàäàþò, òî � = 0. Ïàðàìåòðû Æ è � � ýòî

êîíñòàíòû ñâÿçè, îíè áóäóò îáñóæäåíû íèæå.

Åñëè îñöèëëÿòîðû èçîõðîííû (� = 0), òî ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò

ïðåäåëüíûé öèêë, àíàëîãè÷íî ñöåíàðèþ, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 8.1.

Äëÿ íåèçîõðîííîãî ñëó÷àÿ � 6= 0 íàáëþäàåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ áèôóð-

êàöèîííàÿ êàðòèíà.

8.2.2 Âûìèðàíèå (ãàøåíèå) êîëåáàíèé

Èíòåðåñíîå ÿâëåíèå � âûìèðàíèå, èëè ãàøåíèå, êîëåáàíèé � íàáëþ-

äàåòñÿ â ñëó÷àå äèôôóçèîííîé ñâÿçè. Îíî íå èìååò àíàëîãà â ñëó÷àå

îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû èëè â ñëó÷àå íåïîñðåä-

ñòâåííîé ñâÿçè. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé äèôôóçèîííîé ñâÿçè � è

ðàññòðîéêå � íà÷àëî êîîðäèíàò R1 = R2 = 0 ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì

è êîëåáàíèÿ â îáåèõ ñèñòåìàõ âûìèðàþò èç-çà ñâÿçè.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ëèíåàðèçîâàâ óðàâíåíèÿ (8.12). Äëÿ ïðî-

ñòîòû, âîçüìåì âñå ïàðàìåòðû (êðîìå ÷àñòîò) îäèíàêîâûìè. Áîëåå

òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçü ÷èñòî äèññèïàòèâíàÿ (ñì. îáñóæäåíèå

íèæå), Æ = 0. Îêîí÷àòåëüíî, ââîäÿ ÷àñòîòó ! = (!1+!2)=2, çàïèøåì

�1 = ��2 = � è ïîëó÷èì
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_A1 = (i�+ �)A1 + �(A2 �A1);

_A2 = (�i�+ �)A2 + �(A1 �A2):

Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

� = �� � �
p
�2 ��2:

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå A1 = A2 = 0 ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

óñòîé÷èâûì, åñëè � < � < (�2 +�2)=2�. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âîçíèê-

íîâåíèÿ óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷åò ñâÿçè ïîíÿòåí: äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü

âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ â êàæäóþ èç ñèñòåì, è ýòà

äèññèïàöèÿ íå ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíà âîçäåéñòâèåì äðóãîãî

îñöèëëÿòîðà, åñëè ðàññòðîéêà âåëèêà.

8.2.3 Ïðèòÿãèâàþùåå è îòòàëêèâàþùåå
âçàèìîäåéñòâèå

Ñâåäåì ñèñòåìó (8.14)�(8.16) ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ðàçíîñòè ôàç.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî ïðè ñëàáîé ñâÿçè, ò.å. åñëè ïàðàìåòðû � è Æ

ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ìàëûìè. Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ýòî óðàâíå-

íèå ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 8.1,

íî, ïîñêîëüêó ó íàñ óæå åñòü óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ (8.14)�(8.16),

òî íàì ïðîùå âûâåñòè ôàçîâîå óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç íèõ. Â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäû R1;2 ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò íåâîçìó-

ùåííûõ çíà÷åíèé R1;2 = 1:

R1;2 � 1 + r1;2; r1;2 � 1:

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (8.14) è (8.15) äàåò â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

_r1;2 = �2r1;2 + �(cos � 1)� Æ sin :

Âèäíî, ÷òî âîçìóùåíèÿ àìïëèòóäû ñèëüíî äåìïôèðîâàíû, ïîýòîìó

ìû ìîæåì ïðèíÿòü _r1;2 � 0 è ïîëó÷èòü

R1;2 = 1 +
�

2
(cos � 1)�

Æ

2
sin :

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (8.16), ïîëó÷èì

_ = �� � 2(� + �Æ) sin : (8.17)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (8.8) ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè " =

�2(� + �Æ).
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èäåíòè÷íûå îñöèëëÿòîðû, � = 0. Èç óðàâ-

íåíèÿ (8.17) ÿñíî, ÷òî óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç ìåæäó

äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà � + �Æ. Åñëè

îí ïîëîæèòåëåí, òî óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñòü ôàç ðàâíà 0, ò.å. ôàçû

ïðèòÿãèâàþòñÿ; åñëè îí îòðèöàòåëåí, òî íàáëþäàåòñÿ îòòàëêèâàþùåå

âçàèìîäåéñòâèå è óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñòü ôàç ðàâíà �. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âàæíûì îáñóäèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ äâóõ òèïîâ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, áóäåì ðàçëè÷àòü äèññèïàòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ

ñâÿçü. Â ñèñòåìå (8.10) è (8.11) ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå D1;2, �

ðåàêòèâíûå, à ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1;2, � äèññèïàòèâíûå. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðåíåáðåæåì íà âðåìÿ íåëèíåéíûìè è äèññèïàòèâíûìè

÷ëåíàìè (ò.å. ïîëîæèì f1;2 = 0) è ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîíñåðâà-

òèâíûå îñöèëëÿòîðû. Òîãäà ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ëåãêî ïîíÿòü:

îïèñûâàþùèå ñâÿçü ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå D1;2, òîëüêî ñäâèãàþò

àâòîíîìíûå ÷àñòîòû, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1;2,

âíîñÿò äèññèïàöèþ.8 Ýòè ýôôåêòû ïðîÿâëÿþòñÿ è â íåëèíåéíîì

ñëó÷àå. Â òåðìèíàõ, èñïîëüçóåìûõ [Aronson et al. 1990], äâà îïèñûâà-

þùèõ ñâÿçü ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþò ñêàëÿðíîé (B) è íåñêàëÿðíîé (D)

ñâÿçè. ×òîáû îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ ïîíÿòèé, ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå (8.10) â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

_x1 = y1;

_y1 = � !
2
1x1 + f1(x1; y1) +D1(x2 � x1) +B1(y2 � y1):

Ìû âèäèì, ÷òî ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1, îïèñûâàþò ëèíåéíóþ

ñâÿçü ïî ïåðåìåííîé y â óðàâíåíèè äëÿ y, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåíû,

ïðîïîðöèîíàëüíûå D1, îïèñûâàþò ëèíåéíóþ ñâÿçü ïî ïåðåìåííîé x

â óðàâíåíèè äëÿ y. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå êîëåáàòåëüíîé

ñèñòåìû çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñêàëÿðíûå ÷ëåíû ñâÿçûâàþò îäíó è òó

æå ïåðåìåííóþ, à íåñêàëÿðíûå � îïèñûâàþò ïåðåêðåñòíóþ ñâÿçü.

Ôèçè÷åñêè, äèññèïàòèâíàÿ ñâÿçü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ �, ñòðåìèò-

ñÿ ïðèâåñòè äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû ê áîëåå îäíîðîäíî-

ìó ðåæèìó, ïðè êîòîðîì èõ ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò (êîíå÷íî, åñëè

� > 0). Â ðåçóëüòàòå, òàêàÿ ñâÿçü íåïîñðåäñòâåííî âåäåò ê ñèíôàçíîé

ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (8.17).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, âëèÿíèå ðåàêòèâíîé ñâÿçè a priori íå

ÿñíî. ×òîáû îïèñàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñâÿçè íà ôàçîâóþ

8 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ôàçîâîãî îáúåìà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

�(B1 +B2), ñð. ñ [Schmidt and Chernikov 1999].
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äèíàìèêó, ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ

íà ðèñ. 8.1 è 8.2.

Íà ðèñ. 8.1 ìû èëëþñòðèðóåì ñëó÷àé èçîõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ

(� = 0). Íà ñõåìå (a) ïîêàçàíî âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷åò äèññèïàòèâíîé

(ñêàëÿðíîé) ñâÿçè: â óðàâíåíèÿõ (8.10) è (8.11) îòëè÷íû îò íóëÿ

òîëüêî êîýôôèöèåíòû B. Ñâÿçü ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

â íàïðàâëåíèè y, è ýòà ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïåðåìåííûõ y

íà ïðåäåëüíûõ öèêëàõ. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ôàç � ïðèòÿ-

(b)y

x

y

x

(a)

Ðèñ. 8.1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ èçî-
õðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ äëÿ ñëó÷àÿ äèññèïàòèâíîé (a) è ðåàêòèâíîé (b)

ñâÿçè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè àìïëèòóäû äâóõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èçîáðà-

æåíû êàê ðàçëè÷íûå.

(b)y

x

y

x

(a)

Ðèñ. 8.2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàêòèâíîé ñâÿçè ìåæäó

íåèçîõðîííûìè îñöèëëÿòîðàìè. Èçîõðîíû (ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû)

ïîêàçàíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, èõ ôîðìà çàâèñèò îò çíàêà �. Ñîîò-

âåòñòâåííî, ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé (a) èëè ïðèòÿãèâàþùåé (b)

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ Æ�.
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ãèâàþùåå.9 Åñëè ôàçû áëèçêè, òî ýòà ñèëà äåéñòâóåò íå âåñü ïåðèîä

êîëåáàíèé, à òîëüêî êîãäà ïåðåìåííûå y îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî,

ò.å. êîãäà x áëèçêî ê ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó. Íà ñõåìå (b) ïîêà-

çàí ñëó÷àé ðåàêòèâíîé (íåñêàëÿðíîé) ñâÿçè, çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî îòñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû B. Òåïåðü ñèëà äåéñòâóåò òàêæå â

íàïðàâëåíèè y, íî îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïåðåìåííûõ x.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà äåéñòâóåò, êîãäà x áëèçêî ê íóëþ, è îíà íå

ñòðåìèòñÿ íè ñáëèçèòü ôàçû, íè óäàëèòü èõ äðóã îò äðóãà. Òàêèì

îáðàçîì, ðåàêòèâíàÿ ñâÿçü ìåíÿåò òîëüêî àìïëèòóäû îñöèëëÿòîðîâ,

à íå èõ ôàçû. Ôàçû ìîãóò áûòü èçìåíåíû òîëüêî êîñâåííî, åñëè îíè

çàâèñÿò îò àìïëèòóä, ò.å., åñëè êîëåáàíèÿ íåèçîõðîííû (â èçîõðîííîì

ñëó÷àå ôàçû íå çàâèñÿò îò àìïëèòóä; èçîõðîíàìè ÿâëÿþòñÿ ðàäèàëü-

íûå ëèíèè ôàçîâîé ïëîñêîñòè). Èòàê, ðåàêòèâíàÿ ñâÿçü íå âëèÿåò íà

èçîõðîííûå îñöèëëÿòîðû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíò

ðåàêòèâíîé ñâÿçè Æ ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè (8.17) óìíîæåííûì íà

ïàðàìåòð èçîõðîííîñòè �.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ðåàêòèâíîé ñâÿçè ìåæäó íåèçîõðîííûì

îñöèëëÿòîðàìè, ò.å., åñëè � 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé ïîêàçàí íà ðèñ. 8.2. Âçà-

èìîäåéñòâèå óâåëè÷èâàåò àìïëèòóäó îäíîãî îñöèëëÿòîðà è óìåíüøà-

åò àìïëèòóäó äðóãîãî, è èç-çà íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé ýòî ïðèâî-

äèò ê ïîÿâëåíèþ ôàçîâîãî ñäâèãà, ò.ê. ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ �Æ âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü

êàê ïðèòÿãèâàþùèì, òàê è îòòàëêèâàþùèì. Â ðåçóëüòàòå, óñòîé÷è-

âûé ôàçîâûé ñäâèã ìîæåò áûòü ìåæäó 0 è �. Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç

(8.17). Òîò æå ñàìûé ìåõàíèçì âûçûâàåò ôàçîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü â

êîëåáàòåëüíîé ñðåäå, ÷òî îáñóæäàåòñÿ ïîçæå â ãëàâå 11.

Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Ìû ïðîèëëþñòðèðîâàëè ðîëü òîëüêî

îñíîâíûõ ÷ëåíîâ â ôàçîâîé äèíàìèêå. Åñëè ýòè ÷ëåíû èñ÷åçàþò,

òî óðàâíåíèå (8.17) ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ. Òîãäà, ÷òîáû îïèñàòü

ïðèâîäÿùåå ê ñèíõðîíèçàöèè ôàçîâîå âçàèìîäåéñòâèå, íåîáõîäèìî

ó÷åñòü ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

8.3 Ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ

Óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé íå ñóùåñòâóåò,

ïîýòîìó ìû õîòèì ïðèâåñòè çäåñü òîëüêî îäèí ïðèìåð: òàê íàçû-

9 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòîò âûâîä âåðåí òîëüêî äëÿ ñëàáîíåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

Â ñëó÷àå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè äàæå äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü ïåðåìåííûõ

ñîñòîÿíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòòàëêèâàíèþ ôàç [Han et al. 1995, 1997;

Postnov et al. 1999a].
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âàåìûé îñöèëëÿòîð òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Îí íå çàäàåòñÿ ñè-

ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: â íåì îòäåëüíî îïèñûâàþòñÿ

áûñòðûå è ìåäëåííûå äâèæåíèÿ. Îñöèëëÿòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé x, êîòîðàÿ ðàñòåò îò 0 äî 1 (ñîñòîÿíèå ¾íàêî-

ïëåíèå¿) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì äèíàìè÷åñêèì çàêîíîì, êîòî-

ðûé ìîæåò áûòü îïèñàí îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì èëè æå ôóíêöèåé âðåìåíè. Êàê òîëüêî äîñòèãàåòñÿ ïîðîã

x = 1, îñöèëëÿòîð ìãíîâåííî ñáðàñûâàåòñÿ â x = 0 (¾ñòðåëÿåò¿).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òàêèõ îñöèëëÿòîðîâ ïðî-

èñõîäèò òîëüêî âî âðåìÿ ¾ñáðîñà¿. Êîãäà ïåðâûé îñöèëëÿòîð x1

ñòðåëÿåò, îí äåéñòâóåò íà âòîðîé, óâåëè÷èâàÿ åãî ïåðåìåííóþ x2 íà

âåëè÷èíó ". Åñëè x2 + " ïðåâûøàåò ïîðîã (ò.å. x2 + " > 1), âòîðîé

îñöèëëÿòîð òàêæå ñòðåëÿåò, íî ïðè ýòîì îòâåòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà

ïåðâûé îñöèëëÿòîð íå ïðîèñõîäèò (îñöèëëÿòîð â ìîìåíò ñáðîñà íå

÷óâñòâèòåëåí ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ).

Äèíàìèêà äàííîãî âèäà ñâÿçè ñèëüíî äèññèïàòèâíà. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè ôàçû äâóõ îñöèëëÿòîðîâ îêàçûâàþòñÿ áëèçêè äðóã ê äðóãó,

òî îñöèëëÿòîð, êîòîðûé ñòðåëÿåò ïåðâûì, çàñòàâëÿåò ñòðåëÿòü è âòî-

ðîé, òàê ÷òî îíè ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî. Ïîñëå ýòîãî ñîáûòèÿ ôàçû

îñöèëëÿòîðîâ ñîâïàäàþò. Åñëè àâòîíîìíûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ

áëèçêè, òî îíè ïðîäîëæàþò ñòðåëÿòü îäíîâðåìåííî. Èòàê, áóäåò íà-

áëþäàòüñÿ èäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, ïðè êîòîðîé ñîáûòèÿ ¾ñáðîñà¿

ñîâïàäàþò, è ïåðèîä áóäåò íàèìåíüøèì èç äâóõ àâòîíîìíûõ.

Ïåðåéäåì ê àíàëèòè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ ïðîáëåìû, ñëåäóÿ ïîä-

õîäó Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöà [Mirollo and Strogatz 1990b]. Ïðåäïîëî-

æèì âíà÷àëå, ÷òî îñöèëëÿòîðû èäåíòè÷íû è èìåþò àâòîíîìíóþ

÷àñòîòó !0. Ìåäëåííîå äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé x = f(�),

ãäå � � ôàçà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ _� = !0. Îíî ñîîòâåòñòóåò ðîñòó ôàçû

îò 0 äî 2�, è ïðè � = 2� ïðîèñõîäèò ñáðîñ.

Äâà îñöèëëÿòîðà îïèñûâàþòñÿ ïîòîêîì íà äâóìåðíîì òîðå

(ðèñ. 8.3); ýòî îïèñàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîìåðíîìó îòîáðà-

æåíèþ Ïóàíêàðå. Âûáåðåì ëèíèþ �1 = 0 â êà÷åñòâå ñåêóùåé; ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàáëþäàåì çà ôàçîé âòîðîãî îñöèëëÿòîðà â òîò

ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïåðâûé ñòðåëÿåò. Òàêîå ïîñòðîåíèå îòîáðàæå-

íèÿ Ïóàíêàðå �
(0)
2 ! F (�

(0)
2 ) ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 8.3. Íà÷íåì

ñ òî÷êè 0 ñ êîîðäèíàòàìè �1 = 0; �2 = �
(0)
2 . Íà ïåðâîé ñòàäèè ìåäëåí-

íîãî äâèæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ òî÷êà 1 ñ �
(1)
2 = 2�; �

(1)
1 = 2� � �

(0)
2 . Â

ýòîò ìîìåíò îñöèëëÿòîð 2 ñòðåëÿåò, è ôàçà ïåðâîãî òîæå èçìåíÿåòñÿ.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ íà ", òî íîâàÿ

ôàçà ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì �
(2)
1 = f

�1(f(�
(1)
1 )+"),
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ãäå f�1 åñòü ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ f . Òåïåðü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè �
(2)
1 � 2�, òî ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñòðåëÿåò, è îáà îñöèëëÿòîðà

ñáðàñûâàþòñÿ â íîëü (ðèñ. 8.3b), òàê ÷òî F (�
(0)
2 ) = 0. Â äðóãîì

ñëó÷àå, íàáëþäàåòñÿ äðóãîé èíòåðâàë ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ê òî÷êå

�
(3)
1 = 2�; �

(3)
2 = 2� � �

(2)
1 , çà êîòîðûì ñëåäóåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1.

Ïðè ñáðîñå ôàçà �2 èçìåíÿåòñÿ, è, îïÿòü, ëèáî âûçûâàåòñÿ ñáðîñ

îñöèëëÿòîðà 2 (ðèñ. 8.3c), è ôàçà �2 ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ äî 2�,10

ëèáî ñáðîñà íå âîçíèêàåò, è êîíå÷íàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

åñòü �
(4)
2 = f

�1(f(�
(3)
2 ) + "), ñì. ðèñ. 8.3a.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, â ñèëó ñèììåòðèè, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå �42 =

F (�02) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê äâîéíàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ h:

F (�) = h(h(�)); h(�) = f
�1(f(2� � �) + "): (8.18)

Ýòî îòîáðàæåíèå h íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ñáðîñà (firing map).

Îêîí÷àòåëüíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò äâà ïëàòî, ãäå F (�) = 0

èëè F (�) = 2�, è ãëàäêóþ îáëàñòü ìåæäó íèìè, ñì. ðèñ. 8.4. Ãëàäêàÿ

îáëàñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (8.18) è çàâèñèò îò ôîðìû êîëåáàíèé

f . Mirollo and Strogatz [1990b] ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè f ìîíîòîííà è

âîãíóòà âíèç (ò.å. f 0 > 0; f 00 < 0), òî ãëàäêàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ F

ñòðîãî ðàñòÿãèâàþùàÿ (ò.å. ïðîèçâîäíàÿ áîëüøå åäèíèöû). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíû äðóãèå àòòðàêòîðû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,

êðîìå � = 0. Ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà � = 0 â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò

10 Ìû ïèøåì çäåñü 2�, à íå íîëü, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâà ñáðîñà îñöèëëÿ-

òîðà 2 ïðèõîäÿòñÿ íà îäèí ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1.

2 φ2 φ2φ
(c)

φ

2π

0 12π φ

2π

0 12π φ

2π

0 12π

4

0

1

3

2

0

1

0

2

3

1

3

(a) (b)

Ðèñ. 8.3. Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Ñïëîøíûå ëèíèè èçîáðàæàþò ìåäëåí-

íûå äâèæåíèÿ (íàêîïëåíèå); ïóíêòèðíûå ëèíèè � áûñòðûå äâèæåíèÿ

(ñáðîñ). Ïîêàçàíû òðè âîçìîæíûõ òèïà òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â

�1 = 0. Â (a) îñöèëëÿòîðû ñòðåëÿþò íå îäíîâðåìåííî. Â (b) ñáðîñ îñ-

öèëëÿòîðà 2 âûçûâàåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1. Â (c) ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1

âûçûâàåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 2.
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èäåàëüíî ñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ, êîãäà îáà îñöèëëÿòîðà ñòðåëÿþò

îäíîâðåìåííî.

Îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùåíî íà ñëó-

÷àé ðàçëè÷íûõ (â ÷àñòíîñòè, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå àâòîíîìíûå ÷à-

ñòîòû) îñöèëëÿòîðîâ. Òîãäà ìåäëåííîå äâèæåíèå â óðàâíåíèè 8.3

áóäåò îïèñûâàòüñÿ ïðÿìîé ëèíèåé, íå ïàðàëëåëüíîé äèàãîíàëè, à

èìåþùåé íàêëîí !1=!2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå áóäåò èìåòü òåïåðü

ãëàäêóþ ÷àñòü (êîòîðàÿ, êàê è â (8.18), ïðåäñòàâëåíà ñóïåðïîçèöèåé

òåïåðü óæå ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé ñáðîñà) è ÷àñòü, ãäå íîâàÿ ôàçà

(modulo 2�) ðàâíà íóëþ, ñì. ðèñ. 8.4b. Óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îð-

áèòà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó �1 = �2 =

0, ò.å. ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî ñîáûòèå ñîâïàäàþùèõ ñáðîñîâ. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ðèñ. 8.5 ïîêàçàíà ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà 2 : 3

(b)

φ φ

(φ) (φ)F F

(a)

Ðèñ. 8.4. Íåãëàäêîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè, îïèñûâàþùåå ñèíõðî-
íèçàöèþ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ. (a) Îñöèëëÿòîðû èäåíòè÷íû;

åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð � óñòîé÷èâàÿ òî÷êà � = 0. (b) Îñöèëëÿòî-

ðû èìåþò ðàçëè÷íûå àâòîíîìíûå ÷àñòîòû. Íà ïðèòÿãèâàþùåé ïåðè-

îäè÷åñêîé îðáèòå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) òîëüêî îäèí ñáðîñ ïðîèñõîäèò

îäíîâðåìåííî â îáîèõ îñöèëëÿòîðàõ; äðóãèå ñáðîñû íå ñîâïàäàþò.

0 10 20 30 40
×ÒÅÍÑ

0

π

2π

φ 1,
2

Ðèñ. 8.5. Çàõâàò ôàçû íåèäåíòè÷íûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

ñîîòíîøåíèåì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò !1=!2 = 1:55. Íàáëþäàåòñÿ ñèíõðî-

íèçàöèÿ ïîðÿäêà 2 : 3; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðåæèìó ïåðèîäè÷åñêàÿ

òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.4b.
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äëÿ ñèñòåì ñ ñîîòíîøåíèì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò !1=!2 = 1:55.

Ñâîéñòâà òàêîãî íåãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ñõîäíû ñî

ñâîéñòâàìè ãëàäêîãî (ñì. ðàçäåë 7.3). Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â

ñòðóêòóðå ¾÷åðòîâîé ëåñòíèöû¿ è ÿçûêîâ Àðíîëüäà. Êàê è â ãëàä-

êîì ñëó÷àå, âîçìîæíû âñå ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

âðàùåíèÿ, íî ìåðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìå-

òðîâ) òåïåðü íóëåâàÿ: ñèòóàöèè ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè

â îòîáðàæåíèè íà ðèñ. 8.4 èñêëþ÷èòåëüíû; òèïè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû [Boyd 1985; Veerman 1989]. Ýòî ñëåäóåò èç

ñèëüíîé äèññèïàöèè ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿.

8.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Äèíàìèêå ñâÿçàííûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Â

ïîñëåäíåå âðåìÿ îñíîâíîå âíèìàíèå ïðèâëåêàåò ñëîæíîå ïîâåäåíèå

è âîçíèêíîâåíèå õàîñà çà ñ÷åò ñâÿçè. Â òåîðåòè÷åñêèõ [Waller and

Kapral 1984; Pastor-Di�az et al. 1993; Volkov and Romanov 1994; Pastor-

Di�az and L�opez-Fraguas 1995; Tass 1995; Kurrer 1997; Lopez-Ruiz and

Pomeau 1997; Reddy et al. 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [Áîíäàðåíêî è

äð. 1989; Thornburg et al. 1997] ðàáîòàõ çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü

íàéäåò äàëüíåéøèå ññûëêè. Ñâÿçàííûå ðîòàòîðû èíòåíñèâíî ðàññìà-

òðèâàëèñü â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì öåïî÷êè êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà [Jain

et al. 1984; Saitoh and Nishino 1991; Valkering et al. 2000]. Â çàêëþ-

÷åíèå, óïîìÿíåì íåñêîëüêî íåäàâíèõ ðàáîò, ãäå áûëè ðàññìîòðåíû

ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿ [Kirk and Stone

1997; Ernst et al. 1998; Coombes and Bressloff 1999; S. H. Park et al.

1999b].



Ãëàâà 9

Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ñ
øóìîì

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ñèíõðîíèçàöèþ â ÷èñòî

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ, ïðåíåáðåãàÿ âñåìè ñëó÷àéíîñòÿìè è

ôëóêòóàöèÿìè. Çäåñü ìû îáñóäèì, êàê ýòè ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü

âêëþ÷åíû â êàðòèíó ñèíõðîíèçàöèè. Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ âëèÿíèÿ

øóìà íà àâòîêîëåáàíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî øóì ïðèâîäèò ê äèôôóçèè

ôàçû, òåì ñàìûì ðàçðóøàÿ ïåðèîäè÷íîñòü. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì

ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé â ïðèñóòñòâèè øóìà.

Íàêîíåö, ìû îáñóäèì âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ çàøóìëåííûõ

àâòîãåíåðàòîðîâ.

9.1 Àâòîêîëåáàíèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà

Íè îäèí îñöèëëÿòîð íå ñîâåðøåíåí: ëþáûå ÷àñû íóæíî âðåìÿ îò

âðåìåíè ïîäâîäèòü, íåêîòîðûå äàæå äîâîëüíî ÷àñòî. Íåðåãóëÿðíîñòü

àâòîêîëåáàíèé ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè, äëÿ

ïðîñòîòû ìû èõ âñå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê øóì. Äëÿ äåòàëüíîãî àíà-

ëèçà àâòîêîëåáàíèé ñ øóìîì íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ î ïðàâèëüíîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ âêëþ÷àëà áû ôëóêòóàöèè ðàçëè÷íîé

ïðèðîäû (òåõíè÷åñêèå, òåïëîâûå è ò.ä.). Äëÿ ìíîãèõ òèïîâ àâòîêîëå-

áàíèé òàêèå äåòàëüíûå ìîäåëè ñóùåñòâóþò (ñì., íàïðèìåð, [Ìàëàõîâ

1968]); çäåñü æå ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îñíîâíûõ ýôôåêòàõ.

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ àâòîêîëåáàíèé â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî øóìà.
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Åñëè âåðíóòüñÿ ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì âûíóæäåí-

íûå êîëåáàíèÿ (ñì. ãëàâó 7), òî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå

ôàçîâîé äèíàìèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ñëó÷àéíîé ñèëå, ïî-

ñêîëüêó ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (7.15) íèêàêîé ðåãóëÿðíîñòè ñèëû íå

ïðåäïîëàãàëîñü. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå è

äëÿ âíåøíåãî øóìà:

d�

dt
= !0 + "Q(�; t); (9.1)

ãäå Q � ýòî 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � è ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèé ÷ëåí â ôàçîâîì óðàâíåíèè

(9.1) âîîáùå íå çàâèñèò îò ôàçû, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

d�

dt
= !0 + �(t); (9.2)

ãäå �(t) åñòü ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ñèãíàë. Ïîñêîëüêó ìãíîâåí-

íàÿ ÷àñòîòà _� (ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôàçû) åñòü ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè, ôàçà ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, ò.å. èìååò ìåñòî

äèôôóçèîííûé ïðîöåññ. Ðåøåíèå (9.2) çàïèñûâàåòñÿ êàê

�(t) = �0 + !0t+

Z
t

0

�(�) d�; (9.3)

è èç íåãî ìîæíî ëåãêî íàéòè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äèô-

ôóçèè ôàçû. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà ðàâíî

íóëþ (åñëè íåò, òî åãî ìîæíî îáúåäèíèòü ñ ÷àñòîòîé !0), óñðåäíåííàÿ

ïî àíñàìáëþ ôàçà â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü �0 + !0t. Äèñïåðñèþ

ìîæíî ïîëó÷èòü óñðåäíåíèåì êâàäðàòà îò (9.3), ïðè áîëüøèõ âðåìå-

íàõ ñïðàâåäëèâà îáû÷íàÿ ôîðìóëà Ãðèíà�Êóáî äëÿ äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ (ñì, íàïðèìåð, [van Kampen 1992])

h(�(t) � �0 � !0t)
2i / tD; D =

Z 1

�1

K(t) dt; (9.4)

ãäå K(t) = h�(�)�(� + t)i åñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ øóìà.

Äèôôóçèÿ ôàçû îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñòðî-

ãî ïåðèîäè÷åñêèìè. Êà÷åñòâî àâòîêîëåáàíèé èçìåðÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

äèôôóçèè D, îíî ñëóæèò âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñîâ è ýëåê-

òðîííûõ àâòîãåíåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå Æ-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà

K(t) = h�(�)�(� + t)i = 2�2Æ(t); (9.5)

ðàñïðåäåëåíèå ôàçû òàêæå ãàóññîâñêîå ñ äèñïåðñèåé 2�2t (òàê ÷òî

ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ðàâíà èíòåíñèâíîñòè øóìà D = 2�2). Ýòî
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ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ åñòåñòâåííîé

íàáëþäàåìîé x(t) = cos�. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùèì êîððåëÿöèÿì

hx(t)x(t+ �)i = 1
2
exp[�1

2
��

2] cos!0�;

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ëîðåíöåâñêèé ïèê â ñïåêòðå ìîùíîñòè, ìàê-

ñèìóì êîòîðîãî ïðèõîäèòñÿ íà ñðåäíþþ ÷àñòîòó !0. Øèðèíà ïèêà â

ñïåêòðå ðàâíà �2, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñòîÿííîé äèôôóçèè ôàçû.

9.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà

9.2.1 Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ëàíæåâåíîâñêîé
äèíàìèêè

Êàê ìû âèäåëè â ðàçäåëå 7.1, îñíîâíûå ñâîéñòâà äèíàìèêè ôàçû

ìîãóò áûòü îïèñàíû óñðåäíåííûì óðàâíåíèåì (ñð. ñ (7.24) è (8.6)):

d 

dt
= �� + "q( ); (9.6)

ãäå  � ðàçíîñòü ìåæäó ôàçîé àâòîêîëåáàíèé è ôàçîé âíåøíåé ñèëû.

×òîáû ó÷åñòü øóì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âêëþ÷èòü ôëóêòó-

àöèîííûé ÷ëåí â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ò.å. çàïèñàòü åãî â ôîðìå

óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà

d 

dt
= �� + "q( ) + �(t) (9.7)

ñ àääèòèâíûì øóìîì �(t). Óðàâíåíèå (9.7) îïèñûâàåò òàêèì îáðàçîì

àâòîêîëåáàíèÿ â ïðèñóòñòâèè äâóõ ñèë � ïåðèîäè÷åñêîé è ñòîõàñòè-

÷åñêîé.

Ôèçè÷åñêè óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü ëàíæåâåíîâñêóþ äèíàìèêó

(9.7) êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ¾÷àñòèöû¿ â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå

(ñì. ðèñ. 9.2 íèæå). Äåéñòâèòåëüíî, äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü ñèëû

â ïðàâîé ÷àñòè (9.7) ìîæíî çàïèñàòü êàê

�� + "q( ) = �
dV

d 
; V ( ) = � � "

Z
 

q(x) dx: (9.8)

Áîëåå òîãî, äâèæåíèå ÷àñòèöû ïåðåäåìïôèðîâàíî, ïîñêîëüêó ó ôàçû

 íåò èíåðöèè.1 Â îòñóòñòâèå øóìà ÷àñòèöà ëèáî ñèäèò â ìèíèìóìå
1 Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ñðåäå ñ òðåíèåì îáû÷íî ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

m�x +  _x + dV=dx = 0 (ñð. ñ (7.69) è (7.71)), íî, åñëè çàòóõàíèå î÷åíü

âåëèêî ( ! 1), òî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïîëó÷èòü

óðàâíåíèå âèäà (9.6). Òî æå ñàìîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëåm! 0.
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ïîòåíöèàëà, ëèáî ñêàòûâàåòñÿ âíèç (ðèñ. 9.1). Ïîòåíöèàë ñ ìèíèìó-

ìàìè îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ2 è ñîîòâåòñòâó-

åò ñèíõðîíèçàöèè, â òî âðåìÿ êàê ìîíîòîííûé ïîòåíöèàë îòâå÷àåò

êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ ñ âðàùàþùåéñÿ ôàçîé (ñì. òàêæå

îáñóæäåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå â ðàçäåëå 3.4).

Øóì ñëàáî âëèÿåò íà êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì: çäåñü ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü ÷àñòèöû íå ðàâíà íóëþ, è îíà ñëàáî ìåíÿåòñÿ â ïðèñóòñòâèè

øóìà. Âëèÿíèå æå øóìà íà ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü âåñüìà

ñèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, øóì ìîæåò âûáèòü ÷àñòèöó èç óñòîé÷èâîãî

ñîñòîÿíèÿ; åñëè îí äîñòàòî÷íî âåëèê, òî îí ìîæåò ïåðåâåñòè ¾÷à-

ñòèöó¿ â ñîñåäíåå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì ôàçà ìåíÿåòñÿ

íà �2�, ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ïðîñêîêîì ôàçû (phase slip), îíî

ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.2. ×òîáû ïðîèçîøåë ïðîñêîê, ÷àñòèöà äîëæíà ïðå-

îäîëåòü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð �V�, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà

ìîæåò áûòü ìàëà. Â îáùåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà ðàñòåò ñ

èíòåíñèâíîñòüþ øóìà è óáûâàåò ñ âûñîòîé áàðüåðà, ïîýòîìó, åñëè

� 6= 0, òî âåðîÿòíîñòè ïðîñêîêîâ +2� è �2� ðàçëè÷íû, è ÷àñòèöà â

ñðåäíåì äâèæåòñÿ â îäíó ñòîðîíó. Íàáëþäàåìàÿ ïðè ýòîì ðàçíîñòü

÷àñòîò 

 
= h _ i íå ðàâíà íóëþ.3 Èçìåíåíèå ôàçû âî âðåìåíè íà-

ïîìèíàåò ñëó÷àé ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû âáëèçè ïîðîãà

ñèíõðîíèçàöèè (ñð. ðèñ. 9.2 ñ ðèñ. 7.5), òîëüêî òåïåðü ïðîñêîêè ôàçû

2 Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé òîëüêî îäíîãî ìèíèìóìà íà

ïåðèîäå [0; 2�).
3 Äëÿ óäîáñòâà çäåñü ÷åðåç 
 = h _ i îáîçíà÷åíà ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäà-

åìîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé è ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû èëè ìåæäó íàáëþäà-

åìûìè ÷àñòîòàìè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

–∆

∆

(a) (b)

V+

V

Ðèñ. 9.1. Ôàçà êàê ÷àñòèöà â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå V ( ). (a) Ñëó-

÷àé ñèíõðîíèçàöèè: ÷àñòèöà ñèäèò â ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà. (b) Âíå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòèöà ñêàòûâàåòñÿ âíèç. Èç [Pikovsky et al.

2000].
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ïðîèñõîäÿò íåðåãóëÿðíî.

Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñëó-

÷àè îãðàíè÷åííîãî è íåîãðàíè÷åííîãî øóìà. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì

(íàïðèìåð, ãàóññîâñêîì) øóìå âîçìîæíû î÷åíü áîëüøèå ôëóêòóà-

öèè, ñïîñîáíûå âûçâàòü ïðîñêîê, äàæå åñëè áàðüåð �V âåëèê. Â

ýòîé ñèòóàöèè ïðîñêîêè âîçíèêàþò ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé èíòåí-

ñèâíîñòè øóìà, è ïðè ëþáîì íåíóëåâîì � âåðîÿòíîñòè ïðîñêîêà

âïðàâî è âëåâî ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ðàçíîñòü ÷àñòîò 

 
åñòü ìîíî-

òîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ � è îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (îáëàñòü,

ãäå 

 
= 0) èñ÷åçàåò. Ïðè îãðàíè÷åííîì øóìå íàáëþäàåòñÿ äðóãîé

ñöåíàðèé. Òåïåðü ïðè ìàëîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ âûñîòîé áàðüåðà) øóìå

ïðîñêîêè íåâîçìîæíû, è íàáëþäàåìàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò â òî÷íîñòè

ðàâíà íóëþ. Òîëüêî åñëè áàðüåðû ìàëû, òî íàáëþäàþòñÿ ïðîñêîêè è

ñèíõðîíèçàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàçðóøàåòñÿ. Ýòè äâå âîçìîæíîñòè

ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.3.

0 200 400 600 800 1000
×ÒÅÍÑ

−30

−20

−10

0

10

ψ
/2

π

(a)

3

−π 0 p
ψ

(d)

(c)

1

2

(b)

Ðèñ. 9.2. (a) Êàðòèíà ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè ïðè ðàçëè÷íûõ àì-

ïëèòóäå øóìà �2 è ðàññòðîéêå �. Êðèâàÿ 1: äèôôóçèÿ ôàçû â ¾ñâî-

áîäíûõ¿ àâòîêîëåáàíèÿõ (" = 0). Êðèâàÿ 2: ìàëûé øóì è íåáîëüøàÿ

ðàññòðîéêà. Êðèâàÿ 3: òà æå ðàññòðîéêà, ÷òî è â ñëó÷àå 2, íî ïðè áîëü-

øåì øóìå; ïðîñêîêè ïðîèñõîäÿò ÷àùå è ôàçà âðàùàåòñÿ áûñòðåå. Íà

(b)�(d) ïîêàçàíû ãèñòîãðàììû ôàçû, âçÿòîé ïî ìîäóëþ 2� äëÿ êðèâûõ

1�3. Ïðè ñâîáîäíîé äèôôóçèè ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ ìàêñèìóì âáëèçè óñòîé÷èâîãî çíà÷åíèÿ

ôàçû äëÿ ñèñòåìû áåç øóìà. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå óìåñòíî îáñóäèòü îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ

ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ ñ øóìîì. Åñëè îïðåäåëÿòü ñèíõðîíèçà-

öèþ êàê ñòðîãîå ñîâïàäåíèå ÷àñòîò è îòñóòñòâèå ïðîñêîêè ôàçû, òî

ñëó÷àé, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 9.3b, ýòîìó îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿòü

íå áóäåò. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì íåñêîëüêî îñëàáèòü óñëîâèå

ñòðîãîãî ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò, åñëè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìàìè

ñ ôëóêòóàöèÿìè, è ñ÷èòàòü ñèòóàöèþ êàê íà ðèñ. 9.2 è 9.3b, ïðè

êîòîðîé ÷àñòîòû î÷åíü áëèçêè, ñèíõðîííîé èëè ïî÷òè ñèíõðîííîé.

Ê ðàññìîòðåíèþ ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè ìîæíî ïîäîéòè è ñ

äðóãîé ñòîðîíû, çàäàâøèñü âîïðîñîì: êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà âëè-

ÿåò íà ôëóêòóàöèè ôàçû. Èç êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ðèñ. 9.1 ÿñíî,

÷òî ñèëà ïîäàâëÿåò íå òîëüêî ñðåäíþþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, íî è

äèôôóçèþ. Ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè

îãðàíè÷åííîì øóìå, íî äàæå ïðè íåîãðàíè÷åííîì ãàóññîâñêîì øóìå

îíà áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè �

íèæå ìû ïîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ áåëîãî øóìà.

9.2.2 Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå â ñëó÷àå áåëîãî
øóìà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè â

ïðèñóòñòâèè ôëóêòóàöèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü øóì

ñ õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè îí ãàóññîâñêèé è

Æ-êîððåëèðîâàííûé, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ìîùíûé ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà òåîðèè Ôîêêåðà�Ïëàíêà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Risken 1989;

Gardiner 1990], ïîýòîìó ìû áóäåì âî âñåì ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëà-

ãàòü øóì èìåííî òàêèì. Ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà � ïðåäïîëàãàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ (èíà÷å åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ðàññòðîéêó ÷àñòîòû

ψψ ΩΩ(a)

νν

(b)

Ðèñ. 9.3. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ÷àñòîò îò ðàññòðîéêè äëÿ îãðàíè-

÷åííîãî (a) è íåîãðàíè÷åííîãî (b) øóìà. Ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê

(îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì îãðàíè÷åííîì øóìå,

íî èñ÷åçàåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì øóìå.
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�: � ! � � h�i), åãî èíòåíñèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì

ïàðàìåòðîì �
2, ñì. (9.5). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9.7) â ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à. Òîãäà

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ôàçû P ( ; t) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà (ÓÔÏ) [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Risken 1989;

Gardiner 1990]:

@P

@t
= �

@[(�� + "q( ))P ]

@ 
+ �

2 @
2
P

@ 2
: (9.9)

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè

@P

@t
+
@S

@ 
= 0

ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ââåñòè ïîòîê S êàê

S = �P
dV

d 
� �

2 @P

@ 
; (9.10)

çäåñü V � ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (9.8).

Áóäåì èñêàòü ñòàöèîíàðíóþ (íå çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè) ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ÓÔÏ (9.9) äîëæíî áûòü

2�-ïåðèîäè÷íî ïî  , è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ (9.9), è ýòîìó óñëîâèþ:

�P ( ) =
1

C

Z
 +2�

 

exp

�
V ( 0)� V ( )

�2

�
d 

0
: (9.11)

Ïîñòîÿííàÿ C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
R 2�
0

�P ( ) d = 1.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (9.11), ìîæíî íàéòè ïîñòîÿííûé ïîòîê âåðîÿò-

íîñòè S

S =
�
2

C
(1� e

2����2);

êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñî ñðåäíåé ðàçíîñòüþ ÷àñòîò 

 
.

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ h _ i ïî óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà (9.7) è èñ-

ïîëüçóÿ (9.10), ïîëó÷àåì



 
= h _ i = h�� + "q( )i =

Z 2�

0

�
dV

d 

�P ( ) d = 2�S:

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé âèä âçàèìî-

äåéñòâèÿ q( ) = sin . Òîãäà ïîñòîÿííûå S;C âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ôóíêöèè Áåññåëÿ êîìïëåêñíîãî ïîðÿäêà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963], íî äëÿ

ïðàêòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íàìíîãî óäîáíåå ïðåäñòàâëåíèå
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ðåøåíèÿ â âèäå öåïíîé äðîáè [Ìàëàõîâ 1968; Risken 1989]. Ïðåäñòà-

âëÿÿ �P ( ) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

�P =

+1X
�1

P
n
e
in 

è ïîäñòàâëëÿ ýòî âûðàæåíèå â (9.10), ïîëó÷èì ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà óðàâíåíèé

�(in�2 + �)P
n
+

"

2i
(P

n�1 � P
n+1) = SÆ

n;0: (9.12)

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñëåäóåò P0 = 1=2�, à òî, ÷òî �P � äåéñòâè-

òåëüíî, îçíà÷àåò, ÷òî P�n = P
�
n
. Ïåðåïèñûâàÿ (9.12) ïðè n > 0 êàê

P
n

P
n�1

=
1

(� + in�2)2i
"

+
Pn+1

Pn

è èòåðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íà÷èíàÿ ñ n = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â

âèäå áûñòðî ñõîäÿùåéñÿ (è ïîýòîìó î÷åíü óäîáíîé ïðè ÷èñëåííîì

àíàëèçå) öåïíîé äðîáè

P1 =
(2�)�1

2
i� � �

2

"
+

1

2
i� � 2�2

"
+

1

2
i� � 3�2

"
+ � � �

(9.13)

Èç (9.12) ïðè n = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðâîé ãàðìîíèêîé

P1 è ïîòîêîì S:

S = �
�

2�
� " Im(P1):

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ðàçíîñòè ÷àñòîò:



 
= �� � 2�" Im(P1):

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü P1 äàåò ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü äèíàìèêè ôàçû. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåàðèçóÿ (9.7) ïðè

q( ) = sin , ïîëó÷èì

dÆ 

dt
= " cos � Æ ;

è ñðåäíèé ëîãàðèôì âîçìóùåíèÿ ðàñòåò êàê

� =

�
d ln Æ 

dt

�
= "hcos i = 2�Re(P1):

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü õàðàêòåðèçóåò óñòîé÷èâîñòü ôàçû. Ïðè íó-

ëåâîì øóìå (�2 = 0) òîëüêî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî, â òî
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âðåìÿ êàê â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðè �2 > 0 êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè

ðåæèìàìè èñ÷åçàåò: ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí ïðè âñåõ

ðàññòðîéêàõ �.

Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ðàçíîñòè ÷àñòîò è ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

îò ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.4. (Èç âûðàæåíèÿ (9.13) âèäíî,

÷òî âåëè÷èíà P1 çàâèñèò ôàêòè÷åñêè òîëüêî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ �="

è �2=", ïîýòîìó ìû çàôèêñèðîâàëè " è ïîêàçûâàåì íà ðèñ. 9.4 îäíî-

ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ.) Â ïðåäåëå �2 ! 0 ïîëó÷àåòñÿ

÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå, òàêîå æå, êàê â ãëàâå 7. Øóì

ðàçìûâàåò ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê â çàâèñèìîñòè ðàçíîñòè ÷àñòîò



 
îò ðàññòðîéêè �, õîòÿ ïðè ìàëîé åãî èíòåíñèâíîñòè èçìåíåíèÿ â

öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû.

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âñåãäà îòðèöàòåëåí, êàê â îáëàñòè ñèí-

õðîíèçàöèè âîêðóã � = 0, òàê è â îáëàñòè, ãäå äåòåðìèíèðîâàí-

íàÿ äèíàìèêà êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ôàçû

óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî

ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ñèíõðîíèçîâàòü èäåíòè÷íûå îñöèëëÿòîðû,

âîçäåéñòâóÿ íà íèõ îáùèì øóìîì (ñì. ðàçäåë 15.2).

Äîâîëüíî ïîëíîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ôàçû ìîæíî

äàòü â ñëó÷àå ñëàáîãî øóìà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-

–2 –1 0 1 2
ν

–2

–1

0

1

2

Ω
ψ

–1.0

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.0

λ

(a)

(b)

Ðèñ. 9.4. Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü (a) è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà (b) àâòîêîëå-
áàíèé ñ øóìîì è âíåøíåé ñèëîé ïðè " = 1 è ðàçëè÷íûõ àìïëèòóäàõ

øóìà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ: �2 = 0:01; ïóíêòèð: �2 = 0:1; øòðèõîâàÿ

ëèíèÿ: �2 = 1; äëèííûå øòðèõè: �2 = 10).
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ñêîêè ôàçû ðåäêè è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåäêèå èçîëèðîâàí-

íûå ñîáûòèÿ, äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøå èíòåðâàëà ìåæäó

íèìè (ñì. êðèâóþ 2 íà ðèñ. 9.2). Äèíàìèêó ôàçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ +2� è �2� ñêà÷êîâ. Ïîñêîëü-

êó ïðåäûäóùèé ñêà÷îê áûñòðî ¾çàáûâàåòñÿ¿, âåñü ïðîöåññ ìîæíî

àïïðîêñèìèðîâàòü ïóàññîíîâñêèì è îõàðàêòåðèçîâàòü åäèíñòâåííûì

ïàðàìåòðîì � ÷àñòîòîé ñêà÷êîâ. Åñëè ðàññòðîéêà � íå ðàâíà íóëþ, òî

÷àñòîòû ñêà÷êîâ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ,

G+ è G�, ðàçëè÷íû. Ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ÷àñòîòû ñêà÷êîâ êàê ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äðåéôà ôàçû



 
= 2�(G+ �G�);

à äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû

h( � h i)2i = (2�)2(G+ +G�)t

äàåò ïîñòîÿííóþ äèôôóçèè. Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ñëåäóþò

èç òîãî, ÷òî ÷èñëà ñêà÷êîâ â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) íà-

ïðàâëåíèè â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t åñòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñî

ñðåäíèì G�t è äèñïåðñèåé G�t (ïðîöåññ ïóàññîíîâñêèé!); ïîñêîëüêó

ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñêà÷êè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû,

ñðåäíèå è äèñïåðñèè ìîæíî ïðîñòî ñêëàäûâàòü. Òî÷íûå âûðàæåíèÿ

äëÿ G� ïðèâåäåíû â êíèãå Ñòðàòîíîâè÷à [1963], îíè ïîëó÷àþòñÿ

êàê ñðåäíèå âðåìåíà, çà êîòîðûå áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà ïðåîäîëåâà-

åò áàðüåðû ïîòåíöèàëà. Äèôôóçèÿ ÷åðåç áàðüåð ïðè ñëàáîì øóìå

çàäàåòñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Êðàìåðñà [Risken 1989; Gardiner 1990],

ñîãëàñíî êîòîðîé âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåòü áàðüåð ýêñïîíåíöèàëüíî

çàâèñèò îò åãî âûñîòû (ñì. ðèñ. 9.1):

G� / exp

�
��V�
�2

�
:

Â òèïè÷íîì ñëó÷àå îäíà èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìíîãî áîëüøå

äðóãîé, ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñêîêîâ ôà-

çû, äëÿ êîòîðîé ðàçíîñòü ÷àñòîò è ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ñëó÷àé-

íûõ áëóæäàíèé ôàçû � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà. Òîëüêî â öåíòðå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû �V� ðàâíû è

ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò 

 
ðàâíà íóëþ, íàáëþäàþòñÿ ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ, â êîòîðûõ ñêà÷êè â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèÿõ ïðîèñõîäÿò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-

ñòîÿííàÿ äèôôóçèè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïðè ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ

èíòåíñèâíîñòè øóìà.
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9.2.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîé
ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé

Íèæå ìû îáñóäèì àâòîêîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì êâàçèãàðìîíè÷åñêîé

(óçêîïîëîñíîé) ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàåò äëÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (ðàçäåë 7.5).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèãíàë, íåñóùèé îïðåäåëåííóþ èíôîðìàöèþ,

íåîáõîäèìî äåìîäóëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè, òî

ÿñíî, ÷òî ýòîò ñèãíàë íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñòî ïåðèîäè÷å-

ñêèé, à íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü ñèãíàëîì ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àì-

ïëèòóäîé è ÷àñòîòîé. Êàê îáû÷íî â òåîðèè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè,

ýòè èçìåíåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè, íî îòíîñèòåëüíî ìåäëåí-

íûìè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé). Òàêîé ïîäõîä êàê ðàç è

ïðèâîäèò ê çàäà÷å ñèíõðîíèçàöèè óçêîïîëîñíûì ñëó÷àéíûì ñèãíà-

ëîì.

Ïîñêîëüêó ìîäóëÿöèÿ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ìåäëåííàÿ, ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü îñíîâíóþ ìîäåëü äëÿ ôàçîâîé äèíàìèêè (9.6), â êîòîðîé

ðàññòðîéêó � è àìïëèòóäó " ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè

âðåìåíè:

d 

dt
= ��(t) + "(t)q( ): (9.14)

Ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå ôëóêòóàöèé ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçìå-

íåíèÿ � è " ìàëûìè. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

� = �0 +��(t); " = "0 +�"(t);  =  0 +� (t):

Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå ïðîñòåéøóþ ôîðìó íåëèíåéíîãî ÷ëåíà q( ) =

� sin , ïîëó÷àåì ïîñëå ëèíåàðèçàöèè

d� 

dt
= �

q
"
2
0 � �

2
0� +��(t) +

�0

"0
�"(t):

Èç ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ñïåêòð ìîùíîñòè

ïðîöåññà � (t) ÷åðåç ñïåêòðû �(t) è "(t), åñëè ïðåäïîëîæèòü ñòàòè-

ñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ôëóêòóàöèé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû:

S
 
(&) =

S
�
(&) + �

2
0"
�2
0 S

"
(&)

"20 � �20 + &2
:

Ýòà ôîðìóëà (ñð. ñ [Ëàíäà 1980]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôëóêòóàöèè ôàçû

îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (j�0j <
j"0j) è ðàñõîäÿòñÿ íà åå êðàÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàäàííûõ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìîäóëÿöèè ñóùåñòâóåò îáëàñòü, ãäå ïðî-

ñêîêè ôàçû íå íàáëþäàþòñÿ, àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé
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íà ðèñ. 9.3a. Â êîíòåêñòå ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ýòî îçíà÷àåò ïî-

÷òè èäåàëüíóþ äåìîäóëÿöèþ âõîäíîãî ñèãíàëà. Âáëèçè ãðàíèö îáëà-

ñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðîñêîêè íåèçáåæíû � çäåñü ñèñòåìà ðàáîòàåò ñ

îøèáêàìè.

Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî ïåðåìåííàÿ  åñòü ðàçíîñòü ôàç àâòîêî-

ëåáàíèé è âíåøíåé ñèëû (ñì. (7.22)), ïîýòîìó çàõâàò ôàçû óçêîïî-

ëîñíûì ñèãíàëîì íå ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ åå äèôôóçèè: ôàçà àâ-

òîêîëåáàíèé ïðîñòî ïîâòîðÿåò ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ ôàçû âíåøíåé

ñèëû.

9.2.4 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ñ
øóìîì

Ìû ðàññìàòðèâàëè âëèÿíèå øóìà íà ñèíõðîíèçàöèþ àâòîêîëåáàíèé

ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ãëàâå 8, óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè ôàç äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èìåþò òî÷íî

òàêîé æå âèä. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ðàçíîñòè ôàç äâóõ îñöèëëÿòîðîâ

ñ øóìîì îïèñûâàåòñÿ èçëîæåííîé âûøå òåîðèåé. Îäíàêî â ñëó÷àå

äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ðàçíîñòü ôàç.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð òàì, ãäå îñöèëëÿòîðû èñïîëüçó-

þòñÿ â êà÷åñòâå ÷àñîâ) âàæíî êà÷åñòâî êîëåáàíèé, ò.å. ïîñòîÿííûå

äèôôóçèè êàæäîé èç ôàç.

Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ñâÿçü ìîæåò ïîäàâèòü äèôôóçèþ ôàç.

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Ìàëàõîâó [1968], ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ àâòîêî-

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ øóìîì â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè:

_�1 = !1 + "1 sin(�2 � �1) + �1;

_�2 = !2 + "2 sin(�1 � �2) + �2:

Íèæå èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé

h�
i
(t)�

j
(t0)i = 2�2

i
Æ
ij
Æ(t� t

0)

è ïàðàìåòðû ñâÿçè ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, à ÷àñòîòû îäèíàêîâûìè:

!1 = !2 = !. Äëÿ ðàçíîñòè ôàç  = �1 � �2 è äëÿ èõ ¾ñóììû¿

� = "2�1 + "1�2 ïîëó÷àåì

_ = �("1 + "2) sin + �1 � �2;

_� = "2�1 + "1�2 + !("1 + "2):

Óðàâíåíèå äëÿ  îïèñûâàåò âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ îñöèëëÿ-

òîðîâ, îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (9.7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ðàçíîñòè ôàç ïðèìåíèìà ðàçâèòàÿ âûøå â ðàçäåëå 9.2 òåîðèÿ. Íå
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ïîâòîðÿÿ åå çäåñü, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äèôôóçèÿ ðàçíîñòè ôàç  

ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïðè ñèëüíîé ñâÿçè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòî-

ìó, äëÿ ïåðåìåííîé � íåò âîçâðàùàþùåé ñèëû, è îíà äåìîíñòðèðóåò

ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèè

D
�
= 2("22�

2
1 + "

2
1�

2
2);

â êîòîðóþ âíîñÿò âêëàä îáå ñëó÷àéíûõ ñèëû.

Ïðåäñòàâëÿÿ ôàçû àâòîêîëåáàíèé êàê

�1 =
"1 + �

"1 + "2
; �2 =

�"2 + �

"1 + "2

è ïðåíåáðåãàÿ ðàçíîñòüþ ôàç  ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé � (ýòî ìîæ-

íî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ïîñòîÿííûå äèôôóçèè ýòèõ âåëè÷èí ñèëüíî

ðàçëè÷àþòñÿ), ïîëó÷èì äëÿ ôàç îñöèëëÿòîðîâ ðàâíûå ïîñòîÿííûå

äèôôóçèè

D1 = D2 = D = 2("21�
2
2 + "

2
2�

2
1)("1 + "2)

�2
: (9.15)

Ýòó îáùóþ ïîñòîÿííóþ äèôôóçèè íóæíî ñðàâíèòü ñ âåëè÷èíàìè,

õàðàêòåðèçóþùèìè íåâçàèìîäåéñòâóþùèå àâòîêîëåáàíèÿ:

D
0
1 = 2�21 ; D

0
2 = 2�22 :

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè: "1 = 0.

Òîãäà D = 2�21 = D
0
1: êà÷åñòâî ñèíõðîíèçîâàííîãî ðåæèìà òàêîå

æå, êàê ó âûíóæäàþùåé ñèñòåìû. Ôëóêòóàöèè âî âòîðîì îñöèëëÿ-

òîðå, âûçâàííûå øóìîì �2, ïîäàâëåíû âñëåäñòâèå ñèíõðîíèçàöèè.

Ïîýòîìó, åñëè êà÷åñòâî ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà âûøå, òî îí ìîæåò

óëó÷øèòü âòîðîé: ýòîò ýôôåêò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîùíûõ

êà÷åñòâåííûõ êîëåáàíèé. Èññëåäóÿ ôîðìóëó (9.15), ìîæíî óâèäåòü,

÷òî äàæå ïðè âçàèìíîé ñâÿçè âîçìîæíî óâåëè÷åíèå êà÷åñòâà êîëåáà-

íèé, åñëè âëèÿíèå áîëåå êà÷åñòâåííîãî îñöèëëÿòîðà (ò.å. îñöèëëÿòîðà

ñ ìåíüøèì øóìîì �
2) ñèëüíåå, ÷åì âëèÿíèå ìåíåå êà÷åñòâåííîãî.

Íàïðèìåð, åñëè ïåðâûé îñöèëëÿòîð êà÷åñòâåííåå (ò.å. �21 < �
2
2) è

åãî âëèÿíèå ñèëüíåå (ò.å. "2 > "1), òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñòîÿííàÿ

äèôôóçèè óìåíüøàåòñÿ è êà÷åñòâî êîëåáàíèé âîçðàñòàåò.

9.3 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Òåîðèÿ ñèíõðîíèçàöèè â îñöèëëÿòîðàõ ñ øóìîì áûëà ðàçâèòà óæå ê

1960-ì ãîäàì è îïèñàíà â êíèãàõ [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Ìàëàõîâ 1968;

Ëàíäà 1980; Risken 1989]. Â ïîñëåäíèå ãîäû â îñíîâíîì èññëåäîâà-

ëèñü àíñàìáëè îñöèëëÿòîðîâ è õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû, ìû ïðèâîäèì

ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè â ãëàâàõ 10 è 12.
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Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ìû ðàññìîòðåëè ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, òàêæå è ïðè íàëè÷èè øóìà, è îïèñàëè ýôôåê-

òû çàõâàòà ôàç è ÷àñòîò. Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì àíàëîãè÷íûå

ýôôåêòû â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì, õàîòè÷åñêèé ñèãíàë

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîëåáàíèÿ ñ õàîòè÷åñêè ìîäóëèðîâàí-

íîé àìïëèòóäîé è áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ôàçîé.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýòîãî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé ¾ïåðè-

îä¿ õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîäñòðîåí çà ñ÷åò

âîçäåéñòâèÿ ñëàáîé ñèëû èëè ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèì îñ-

öèëëÿòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû îæèäàåì, ÷òî çàõâàò ôàç è ÷àñòîò

ìîæåò íàáëþäàòüñÿ è äëÿ ñèñòåì ýòîãî êëàññà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

äèíàìèêà àìïëèòóä îñòàåòñÿ õàîòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêè íåèçìåíåí-

íîé âîçäåéñòâèåì/âçàèìîäåéñòâèåì.

Ýôôåêòû, îáñóæäàåìûå â ýòîé ãëàâå, áûëè èçíà÷àëüíî íàçâàíû

¾ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ¿, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò äðóãèõ ÿâëåíèé

â ñâÿçàííûõ (ïîäâåðæåííûõ äåéñòâèþ ñèëû) õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

(ýòè ÿâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ÷àñòè III). Òàê êàê ñîäåðæàíèå ýòîé

ãëàâû åñòü åñòåñòâåííîå ðàçâèòèå òåîðèè, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùèõ

ðàçäåëàõ, òî ìû â äàëüíåéøåì íàçûâàåì îïèñàííûå çäåñü ýôôåêòû

ïðîñòî ñèíõðîíèçàöèåé.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ââîäèì ïîíÿòèå ôàçû äëÿ õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì. Äàëåå, ìû ïðåäñòàâëÿåì ýôôåêòû çàõâàòà ôàçû õàîòè÷åñêèõ
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îñöèëëÿòîðîâ è îáñóæäàåì èõ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé

òî÷åê çðåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì êàê çàõâàò õàîòè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, òàê è âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ

íåèäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàøå èçëîæåíèå ïðåäïîëàãàåò,

÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè òåîðèè õàîñà.

10.1 Ôàçà õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

10.1.1 Ïîíÿòèå ôàçû

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà â ðàñïðîñòðàíåíèè îñíîâíûõ èäåé òåîðèè ñèíõðî-

íèçàöèè íà ñëó÷àé õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ââåñòè äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïîíÿòèå ôàçû. Äëÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé ìû îïðåäåëèëè ôàçó êàê ïåðåìåííóþ, ïàðàìåòðè-

çóþùóþ äâèæåíèå ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó è ðàñòóùóþ ïðîïîðöèî-

íàëüíî âðåìåíè (ñì. ðàçäåë 7.1). Ââåäåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ôàçà

âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî è ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîìó (ò.å.

èìåþùåìó íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü) íàïðàâëåíèþ â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Íàøà öåëü � îáîáùèòü ýòî îïðåäåëåíèå òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû:

(i) îíî ïðàâèëüíî äàâàëî ôàçó äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (è, ñëå-

äîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿëî î÷åâèäíîìó òðåáîâàíèþ âêëþ÷àòü â

ñåáÿ ñòàðûé ñëó÷àé) è äàâàëî ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíî-

ãîîáîðîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, âëîæåííûõ â õàîòè÷åñêèé

àòòðàêòîð;1

(ii) îíî äàâàëî ôàçó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñäâèãó èçîáðàæàþùåé òî÷-

êè âäîëü ïîòîêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó

ïîêàçàòåëþ;

(iii) ïîëó÷àåìàÿ ôàçà èìåëà ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ìîãëà áûòü

ëåãêî âû÷èñëåíà.

Ïî-âèäèìîìó, íå ñóùåñòâóåò îáùåãî è ñòðîãîãî ñïîñîáà óäîâëåòâî-

ðèòü ýòè òðåáîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìû

ïðåäñòàâëÿåì çäåñü ïîäõîä, êîòîðûé, ïî-êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íî, îò-

âå÷àåò ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì.

1 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé âäîëü íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò (ÍÏÎ), âëîæåííûõ â ñòðàííûé àòòðàêòîð; îáñóæäåíèå è ññûëêè

äàíû â ðàçäåëå 10.2. Ñâîéñòâà ôàçû â òåðìèíàõ ÍÏÎ ðàññìîòðåíû â

ðàçäåëå 10.2.3.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü îòîáðàæåíèå Ïóàí-

êàðå äëÿ àâòîíîìíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,

ò.å. ìû ìîæåì âûáðàòü ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü òàê, ÷òî îíà òðàíñâåð-

ñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ âñåìè òðàåêòîðèÿìè õàîòè÷åñêîãî (ñòðàííîãî)

àòòðàêòîðà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè ìåæäó äâóìÿ

ïåðåñå÷åíèÿìè ñ ïîâåðõíîñòüþ ìû îïðåäåëèì ôàçó êàê ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ âðåìåíè, òàê ÷òî ôàçà âîçðàñòàåò íà 2� ñ êàæäûì âîçâðà-

ùåíèåì íà ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü:

�(t) = 2�
t� t

n

t
n+1 � t

n

+ 2�n; t
n
� t < t

n+1: (10.1)

Çäåñü t
n
� ýòî âðåìÿ n-îãî ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê îíî ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Òåì íå ìåíåå, ââåäåííàÿ òàêèì

ñïîñîáîì ôàçà óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì.

(i) Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ òîëüêî îäèí ðàç ïå-

ðåñåêàåò ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü, ôàçà (10.1) ïîëíîñòüþ ñîîò-

âåòñòâóåò óðàâíåíèþ (7.3). Ýòî íå âåðíî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò, èìåþùèõ íåñêîëüêî ïåðåñå÷åíèé ñ ïîâåðõíîñòüþ: äëÿ

òàêèõ òðàåêòîðèé ôàçà (10.1) åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè

ìîæíî âûáðàòü ìàëûé ó÷àñòîê ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè âîêðóã

íåå è îïðåäåëèòü ôàçó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (7.3), íî

ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü ãëîáàëüíî, ò.å. äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñ ïå-

ðèîäîì T íàáåã ôàçû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.1) ðàâåí

�(T )��(0) = 2�N , ãäå N � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îðáèòû ñ ñåêóùåé

ïîâåðõíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ôàçû

äàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ÷àñòîòû (è ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì

ýòî îïðåäåëåíèå ðàçóìíûì). Îòìåòèì, ÷òî N åñòü íå ÷òî èíîå,

êàê ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå;

ìû íàçûâàåì åãî òîïîëîãè÷åñêèì ïåðèîäîì (ýòî ïîíÿòèå âàæíî

äëÿ ðàçäåëà 10.2).

(ii) Ëîêàëüíî ôàçà (10.1) ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè, ïîýòîìó åå

âîçìóùåíèÿ íå íàðàñòàþò è íå óáûâàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà

(10.1) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ.

(iii) Ôàçà (10.1) ó÷èòûâàåò ¾îáîðîòû¿ õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

ãäå îáîðîòû îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå: êà-

æäàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà îäíîìó ¾ïåðèîäó¿
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ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàêóþ ôàçó ëåãêî âû÷è-

ñëèòü; áîëåå òîãî, åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îïèñàíèå äèíàìè-

êè â òåðìèíàõ çàõâàòà ÷àñòîò, òî ìû ìîæåì ïðîñòî âû÷èñëèòü

(ñðåäíþþ) ÷àñòîòó êàê ÷èñëî âîçâðàòîâ ê ñåêóùåé Ïóàíêàðå

(ò.å. ÷èñëî ¾ïåðèîäîâ¿) çà åäèíèöó âðåìåíè.

Ôàçà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé êîìïîíåíòîé ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â íåëè-

íåéíîé äèíàìèêå ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ê äèñ-

êðåòíîìó îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå (ñì., íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (10.7)

è (10.8) íèæå). Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî èäóò äðóãèì

ïóòåì: íà÷àâ ñ îòîáðàæåíèÿ, ïåðåõîäÿò ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ñïåöèàëüíîãî ïîòîêà [Êîðíôåëüä è äð. 1982].

×òîáû íå áûòü ñëèøêîì àáñòðàêòíûìè, ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò

ïîäõîä äâóìÿ ìîäåëÿìè � îñíîâíûìè ïðîòîòèïàìè íåëèíåéíîé äè-

íàìèêè, à èìåííî, îñöèëëÿòîðàìè Ð¼ññëåðà [R�ossler 1976] è Ëîðåíöà

[Lorenz 1963]. Îáà ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìà-

ìè ñî ñòðàííûì àòòðàêòîðîì.

Ïðîñòîé ñëó÷àé: ñèñòåìà Ð¼ññëåðà

Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà

_x = �y � z;

_y = x+ 0:15y;

_z = 0:4 + z(x� 8:5);

(10.2)

ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.1. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè x(t) è y(t) ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾ïî÷òè ñèíóñîèäàëüíûå¿ õàîòè÷åñêè ìîäóëè-

ðîâàííûå êîëåáàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê z(t) åñòü õàîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìïóëüñîâ. Ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ñåêóùåé Ïóàíêàðå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ôàçû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.1) ìîæåò áûòü,

íàïðèìåð, ïîëóïëîñêîñòü y = 0; x < 0. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîð-

òðåòà íà ïëîñêîñòü (x; y) âûãëÿäèò ðàçìûòûì ïðåäåëüíûì öèêëîì

ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè âðàùåíèÿìè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Â

ýòîì è ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî òàêæå ââåñòè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ �

ïóòåì ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì

ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ, ñð. ñ [Goryachev and Kapral 1996; Pikovsky et al.

1996]):

� = tan�1(y=x): (10.3)

Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ � ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëåãêî âû÷èñëÿ-

åìàÿ îöåíêà ôàçû �; äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ðàçëè÷èå ìåæäó � è �

ïðåíåáðåæèìî ìàëî [Pikovsky et al. 1996].
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Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ôàçà � è ïîäîáíàÿ ôàçå ïåðåìåííàÿ � íå ñî-

âïàäàþò ìèêðîñêîïè÷åñêè (ò.å. íà ìàñøòàáàõ âðåìåíè ìåíüøèõ õà-

ðàêòåðíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, ñì. ðèñ. 10.3), îíè äàþò îäèíàêîâûå

ñðåäíèå ÷àñòîòû: ÷àñòîòà, îïðåäåëåííàÿ êàê ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò

hd�=dti, ñîâïàäàåò ñ íåïîñðåäñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ñðåäíåé ÷àñòî-

òû êàê ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ñåêóùåé Ïóàíêàðå çà åäèíèöó

âðåìåíè. Ôàçà ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåëåíà ïî ¾êîëåáàòåëüíîé¿

íàáëþäàåìîé (êàê x, òàê è y îäèíàêîâî ïîäõîäÿò äëÿ ýòîé öåëè) è ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà, îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçî-

âàíèè Ãèëüáåðòà; ýòîò ìåòîä îñîáåííî ïîëåçåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ ïðèëîæåíèé (ñì. ïîäðîáíåå ãëàâó 6 è ïðèëîæåíèå Ï2).

Íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé: ñèñòåìà Ëîðåíöà

Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû Ëîðåíöà

_x = 10(y � x);

_y = 28x� y � xz;

_z = �8=3 � z + xy;

(10.4)
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Ðèñ. 10.1. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)). (a) Ïðîåê-

öèè ñòðàííîãî àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòè (x; y) è (x; z). Ïóíêòèðíîé ëè-

íèåé ïîêàçàíà ñåêóùàÿ Ïóàíêàðå, èñïîëüçóåìàÿ äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ôàçû (ñì. ðèñ. 10.5). (b) Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z.

Ïðîöåññû x(t) è y(t) ìîãóò áûòü â õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ðàññìîòðåíû

êàê êîëåáàíèÿ ñ õàîòè÷åñêè ìîäóëèðîâàííîé àìïëèòóäîé.
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ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.2, òîïîëîãè÷åñêè îòëè÷àåòñÿ îò àòòðàêòîðà

Ð¼ññëåðà. Ïåðåìåííàÿ z(t) äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåðíûå õàîòè÷åñêè

ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê x(t) è y(t) äåìîíñòðèðó-

þò äîïîëíèòåëüíî ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ î÷åâèäíîé ñèììåòðèåé (x; y) !
(�x;�y) óðàâíåíèé Ëîðåíöà. Êîëåáàíèÿ z äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíû,

ïåðåêëþ÷åíèÿ æå òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. ×òîáû óñòðàíèòü ñëîæ-

íîñòè, âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò íàëîæåíèÿ êîëåáàíèé è ïåðåêëþ÷åíèé,

ââåäåì ñèììåòðèçîâàííóþ íàáëþäàåìóþ u(t) =
p
x2 + y2 è ñïðîå-

öèðóåì ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòü (u; z), ðèñ. 10.3. Â ýòîé ïðî-

åêöèè ôàçîâûé ïîðòðåò íàïîìèíàåò ïîðòðåò àòòðàêòîðà Ð¼ññëåðà, è

ôàçà ìîæåò áûòü ââåäåíà ñõîäíûì îáðàçîì. Âîçìîæíî, íàïðèìåð,

ñëåäóþùåå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå: z = 27; u > 12. Èëè æå, ìîæíî

ââåñòè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ �(t), âûáðàâ òî÷êó u0 = 12; z0 = 27

íà ïëîñêîñòè ðèñ. 10.3 â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, è âû÷èñëèâ

� = tan�1((z � z0)=(u� u0)): (10.5)

Êàê è ïðåæäå, óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ äàåò òó æå ñðåäíþþ ÷àñòîòó, ÷òî

è ôàçà, ïîëó÷åííàÿ èç îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.
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Ðèñ. 10.2. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà (óðàâíåíèÿ (10.4)). (a) Ïðî-

åêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòè (x; y) è (x; z). Íè îäíà èç

ýòèõ ïðîåêöèé íå äåìîíñòðèðóåò âðàùåíèé âîêðóã åäèíîãî öåíòðà. (b)

Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z. Òîëüêî z(t) âûãëÿäèò êàê

ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ; â x(t) è y(t) âèäíà êîìáèíàöèÿ êîëåáàíèé

è ñêà÷êîâ, ñîïðîâîæäàåìûõ ñìåíîé çíàêà.
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Îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïèñàííûé ïîäõîä äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åí,

è äëÿ ìíîãèõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ìû íå ìîæåì äîëæíûì îáðàçîì

îïðåäåëèòü ôàçó èëè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ. Äëÿ ïðèìåðà ìû îïÿòü

ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ð¼ññëåðà, íî íà ýòîò ðàç âûáåðåì çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûå îò èñïîëüçîâàííûõ â (10.2), è ðàññìîòðèì

óðàâíåíèÿ:

_x = �y � z;

_y = x+ 0:3y;

_z = 0:4 + z(x� 7:5):

(10.6)

Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìà èìååò òàê íàçûâàåìûé àòòðàêòîð�

âîðîíêó (funnel attractor), ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.4. Íà ïëîñêîñòè

(x; y) òðóäíî íàéòè ëèíèþ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàëàñü áû òðàíñâåðñàëü-

íî âñåìè òðàåêòîðèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèãíàëàõ x(t); y(t) ìû

âèäèì ìàëûå è áîëüøèå êîëåáàíèÿ, è òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èìåííî

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå öèêëà, è, ñîîòâåòñòâåííî, êàêî-

ìó îòðåçêó ñèãíàëà ìîæåò áûòü ïðèïèñàí íàáåã ôàçû 2�. Ñèñòåìà

Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ïðîñòåéøèì

ïðèìåðîì ñèñòåìû ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé. Â îáùåì ñëó÷àå, ìû

ìîæåì îæèäàòü, ÷òî ïîíÿòèå ôàçû åäâà ëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
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Ðèñ. 10.3. (a) Ïîðòðåò ñèñòåìû Ëîðåíöà â ïåðåìåííûõ u; z âûãëÿäèò

êàê ðàçìûòûé ïðåäåëüíûé öèêë ñ âðàùåíèÿìè âîêðóã íåóñòîé÷èâîé

îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ñåêóùóþ ïîâåðõ-

íîñòü z = 27; u > 12. (b) Ýâîëþöèÿ ôàçû �, âû÷èñëåííîé ïî ñå÷åíèþ

Ïóàíêàðå (óðàâíåíèå (10.1), ïóíêòèð) è óãëîâîé ïåðåìåííîé � (óðàâ-

íåíèå (10.5), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Îíè ñîâïàäàþò â òî÷êàõ (ñèìâîë �)

ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè, è ñëåãêà ðàçëè÷àþòñÿ íà âðåìåíàõ,

ìåíüøèõ õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà âîçâðàòà (ñì. âðåçêó â (b)).



Æ
��
��
��
��
��
k324 Ãëàâà 10. Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì

â ñëó÷àå âûñîêîðàçìåðíîãî õàîñà, êîãäà ñîñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ ñî

ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè.

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå. Ìû õîòèì ââåñòè ôàçó êàê ïåðåìåí-

íóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ ñèñòå-

ìû. Íóëåâîé ïîêàçàòåëü ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (åñëè àòòðàêòîðîì íå ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ), è âî âñåõ òàêèõ ñèñòåìàõ åñòü âîçìîæíîñòü

ñäåëàòü ìàëûé èëè áîëüøîé ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèè, òàê ÷òî òàêîå

âîçìóùåíèå íå áóäåò íè âîçðàñòàòü, íè óáûâàòü. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî

è âàæíî äëÿ ñèíõðîíèçàöèè, òàê êàê äåëàåò âîçìîæíûì ïîäñòðîéêó

ôàç äâóõ ñèñòåì (èëè æå ôàçû îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê ôàçå âíåø-

íåé ñèëû). Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îáùåì

ñëó÷àå íå èìåþò íóëåâîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ, íåçàâèñèìî îò

òèïà àòòðàêòîðà (ïåðèîäè÷åñêèé èëè õàîòè÷åñêèé). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ îðáèòû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ìû íå ìîæåì ñîâåðøèòü ìàëûé

ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèè, à òîëüêî áîëüøîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòèå

ôàçû â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìî. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ñèñòåì ñ

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, íî íåàâòîíîìíûõ. Òàê, íàïðèìåð, õàîòè÷å-
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Ðèñ. 10.4. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé (10.6).

(a) Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòü (x; y). Âèäíû äâå õà-

ðàêòåðíûå ïåòëè, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì è ìàëûì êîëåáàíèÿì. (b)

Âðåìåíí�ûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z. Êîëåáàíèÿ x è y èìåþò

ñëîæíóþ ôîðìó, ïîýòîìó ôàçà è àìïëèòóäà íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî.
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ñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòüñÿ íåëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì

ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû, ò.å. ñèñòåìîé âèäà

�x+ Æ _x+ F (x) = " cos!t:

Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå ñèñòåìû íå èìåþò óñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ

è âñå èõ ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè � íåíóëåâûå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ x(t) ïîäñòðîåíû ïî ôàçå ê âíåøíåé ñèëå è

íåèíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ñäâèãàì ïî âðåìåíè. Ñëåäó-

åò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé (øóìîâîé) ñèëû ñâîéñòâî

íåéòðàëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ñòàòèñòè÷å-

ñêîì ñìûñëå; ñì. îáñóæäåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ÷àñòè I

(ðàçäåë 3.6.3).

10.1.2 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì, ìû íå ìîæåì îæèäàòü,

÷òî ôàçà õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåò âîçðàñòàòü ðàâíîìåðíî. Íà-

îáîðîò, â îáùåì ñëó÷àå ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòó-

äû. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ôàçû, îñíîâàííîì íà îòîáðàæåíèè

Ïóàíêàðå (óðàâíåíèå (10.1)); òîãäà ôàçîâàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü

îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

A
n+1 =M(A

n
); (10.7)

d�

dt
= !(A

n
) � !0 + F (A

n
): (10.8)

Â êà÷åñòâå àìïëèòóäû A
n
âîçüìåì íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè íà ñå-

êóùåé ïîâåðõíîñòè; îí íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ ðîñòà ôàçû îò 2�n

äî 2�(n + 1) è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â äèñêðåòíîì âðåìåíè; ïðå-

îáðàçîâàíèå M îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ýâîëþöèÿ ôàçû

ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (10.1); ¾ìãíîâåííàÿ¿ ÷àñòîòà !(A
n
) = 2�=T

n

îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì âîçâðàòà Ïóàíêàðå T
n
= t

n+1 � t
n
è â îáùåì

ñëó÷àå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè, ò.å. îò àì-

ïëèòóäû. Ïðåäïîëàãàÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àìïëèòóä, ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü ÷ëåí !(A
n
) êàê ñóììó ñðåäíåé ÷àñòîòû !0 è íåêî-

òîðîãî ýôôåêòèâíîãî ¾øóìà¿ F (A) (õîòÿ ýòîò íåðåãóëÿðíûé ÷ëåí

èìååò ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîå ïðîèñõîæäåíèå); â èñêëþ÷èòåëüíûõ

ñëó÷àÿõ F (A) ìîæåò èñ÷åçàòü.

Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå, ÷òî óðàâíåíèå (10.8) ñõîäíî ñ

óðàâíåíèåì (9.2), îïèñûâàþùèì ýâîëþöèþ ôàçû ïåðèîäè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî øóìà. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà

ôàçû â îáùåì ñëó÷àå äèôôóçèîííàÿ (ñð. ñ (9.4)), è ôàçà ñîâåðøàåò
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ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè D (ñì. (9.4)) îïðåäå-

ëÿåò ôàçîâóþ êîãåðåíòíîñòü õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ãðóáî ãîâîðÿ,

D ïðîïîðöèîíàëüíà øèðèíå ïèêà ñïåêòðà ìîùíîñòè íà ÷àñòîòå !0
äëÿ òèïè÷íîé íàáëþäàåìîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ àòòðàêòîðà

Ð¼ññëåðà ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè î÷åíü ìàëà (D < 10�4), ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò î÷åíü îñòðîìó ïèêó â ñïåêòðå; ýòîò îñöèëëÿòîð ïîýòîìó ÷àñòî

íàçûâàþò ôàçî-êîãåðåíòíûì. Äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà ñïåêòðàëü-

íûé ïèê çíà÷èòåëüíî øèðå, è ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè íå î÷åíü ìàëà,

D � 0:2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ôàçîâàÿ äèíàìèêà

ñèñòåìû Ð¼ññëåðà áëèçêà ê äèíàìèêå ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

â òî âðåìÿ êàê ýôôåêòèâíûì øóìîì â ñèñòåìå Ëîðåíöà ïðåíåáðå÷ü

íåëüçÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ âåäåò ñåáÿ êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ

ñèñòåìà, âîçìóùàåìàÿ äîâîëüíî ñèëüíûì øóìîì.

Ìû èëëþñòðèðóåì ñâîéñòâà êîãåðåíòíîñòè àòòðàêòîðîâ Ð¼ññëåðà

è Ëîðåíöà íà ðèñ. 10.5, ãäå èçîáðàæåíû âðåìåíà âîçâðàòà T
n
, èëè

¾ïåðèîä¿ âðàùåíèé. Äëÿ îñöèëëÿòîðà Ð¼ññëåðà âàðèàöèÿ T
n
ñðàâíè-

òåëüíî ìàëà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îñöèëëÿòîðà Ëîðåíöà âðåìÿ âîçâðà-

òà T
n
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî âåëèêî (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìåäëåííûì

äâèæåíèÿì â îêðåñòíîñòè ñåäëà x = y = z = 0). Íèæå ìû ïîêàæåì,

÷òî ýòî ðàçëè÷èå è îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå â ñâîéñòâàõ ñèíõðîíèçàöèè

ýòèõ äâóõ ñèñòåì.

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû îæèäàåì, ÷òî ýôôåêòû
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Ðèñ. 10.5. Âðåìåíà âîçâðàòà è îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ àòòðàêòî-

ðîâ ñèñòåì (a) Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)) è (b) Ëîðåíöà (óðàâíåíèÿ

(10.4)); ñîîòâåòñòâóþùèå ñåêóùèå ïîâåðõíîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.1 è

10.3. Ãðàôèêè âûãëÿäÿò êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, õîòÿ íà ñàìîì

äåëå � ýòî ïðîåêöèè äâóìåðíûõ ôóíêöèé (âíóòðåííÿÿ êàíòîðîâñêàÿ

ñòðóêòóðà î÷åíü òîíêà è åäâà çàìåòíà; ïîýòîìó ìû ñîõðàíÿåì òå æå

îáîçíà÷åíèÿ M(�) äëÿ îòîáðàæåíèÿ). Âðåìÿ âîçâðàòà äëÿ ñèñòåìû

Ëîðåíöà èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè u � 23.
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ñèíõðîíèçàöèè äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì áóäóò ñõîäíû ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ýôôåêòàìè â ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ ñ øóìîì. Òåì íå

ìåíåå, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ¾øóìîâîé¿ ÷ëåí F (A) âðÿä

ëè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå è íàâåðíÿêà íå ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåí êàê ãàóññîâñêèé Æ-êîððåëèðîâàííûé øóì, êàê ýòî îáû÷-

íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè çàøóìëåííûõ

îñöèëëÿòîðîâ (ñì. ãëàâó 9).

10.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ôàçà õîðîøî îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü íåïî-

ñðåäñòâåííî âû÷èñëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíõðîíèçàöèÿ (íàçûâàåìàÿ

ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèåé, ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò äðóãèõ òèïîâ ñèí-

õðîíèçàöèè â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ÷àñòè III)

ìîæåò ïðÿìî õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êàê çàõâàò ôàç è ÷àñòîò. Ñðåäíÿÿ

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ êàê


 = lim
t!1

2�
N
t

t
; (10.9)

ãäå N
t
� ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå

çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì è ê âðåìåíí�îìó ðÿäó; â

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå N
t
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëî ìàê-

ñèìóìîâ ïîäõîäÿùåé êîëåáàòåëüíîé íàáëþäàåìîé (x(t) äëÿ ñèñòåìû

Ð¼ññëåðà è z(t) äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îïèøåì ñèíõðîíè-

çàöèþ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé è âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ

ñâÿçàííûõ ñèñòåì. Äàëåå ìû îáñóäèì êàê ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà êîñâåííî, ò.å.

áåç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôàçû. Òàêîå îïèñàíèå, íåçàâèñè-

ìîå îò îïðåäåëåíèÿ ôàçû, ãîäèòñÿ òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé.

10.2.1 Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé ñèëîé

Ñèñòåìà Ð¼ññëåðà

Ìû íà÷íåì ñ ìîäåëè Ð¼ññëåðà (10.2) è äîáàâèì ïåðèîäè÷åñêóþ âíåø-

íþþ ñèëó â óðàâíåíèå äëÿ x:
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_x = �y � z + " cos!t;

_y = x+ 0:15y;

_z = 0:4 + z(x� 8:5):

(10.10)

Âû÷èñëÿÿ íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

âíåøíåé ñèëû, ìû ïîëó÷èì ïîêàçàííîå íà ðèñ. 10.6 ïëàòî, ãäå 
 = !.

Ýòîò ãðàôèê î÷åíü ïîõîæ íà îáû÷íûé ãðàôèê äëÿ îñíîâíîé îáëàñòè

ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî

äîâîëüíî ìàëàÿ ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü ÷àñòîòó, ïî÷òè íå âëèÿÿ íà

àìïëèòóäó. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ïîêàæåì íà ðèñ. 10.7 ñòðîáîñêî-

ïè÷åñêîå (ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû) èçîáðàæåíèå ôàçîâîé ïëîñêî-

ñòè (x; y). Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè òî÷êè ñêîíöåíòðèðîâàíû

ïî ôàçå è ðàñïðåäåëåíû ïî àìïëèòóäå; â àñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè íà-

áëþäàåòñÿ øèðîêîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê ïî ôàçå, òàê è ïî àìïëèòóäå.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 10.6 è 10.7, ïîêàçûâàþò, ÷òî

äàæå ñëàáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü ôàçó õàîòè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà òî÷íî òàê æå, êàê îíà çàõâàòûâàåò ôàçó ïåðèîäè÷åñêî-

ãî. Âëèÿíèå íà àìïëèòóäó îòíîñèòåëüíî ìàëî: ñèëà íå ïîäàâëÿåò

õàîñ. Ýòî âèäíî òàêæå èç âû÷èñëåíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îñòàåòñÿ â îñíîâíîì ïî-

ëîæèòåëüíûì (çà èñêëþ÷åíèåì íåèçáåæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îêîí) âî

âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ðèñóíêà 10.6. Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

âòîðîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íóëåâûì, â òî

âðåìÿ êàê âíóòðè îáëàñòè îí îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è ìàêñèìàëüíûé

ïîêàçàòåëü ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. Ýòî äåìîíñòðè-

ðóåò îòíîñèòåëüíóþ íåçàâèñèìîñòü àìïëèòóäíîé äèíàìèêè îò ôàçî-

(a)

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15ω 0
0.2

0.4
0.6

0.8

ε

–0.1
0

0.1
0.2

Ω − ω
(b)

1
1.02

1.04
1.06ω 0

0.05

0.1

ε

–0.02
0

0.02
0.04

Ω − ω

Ðèñ. 10.6. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà (10.10). (a) Ðàçíîñòü íà-
áëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû

è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû. (b) Ðàñòÿæåíèå îáëàñòè ìàëîé àìïëèòóäû

ñèëû äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè î÷åíü ìàë; ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âëèÿíèå õàîòè÷åñêîé àìïëèòóäû íà ôàçîâóþ äèíàìèêó î÷åíü ñëàáî

(ýôôåêòèâíûé øóì î÷åíü ìàë).
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âîé äëÿ ìàëîé âíåøíåé ñèëû.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó Ëîðåíöà ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñè-

ëîé, äåéñòâóþùåé íà êîëåáàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ z:

_x = 10(y � x);

_y = 28x� y � xz;

_z = �8=3 � z + xy + " cos!t:

(10.11)

Ýôôåêòèâíûé øóì â ñèñòåìå Ëîðåíöà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â

ð¼ññëåðîâñêîé, è çàõâàò ôàçû íå èäåàëåí. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè

íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû 
�! îò ! (ðèñ. 10.8)

äåìîíñòðèðóåò ïëàòî, ãäå 
 � !, íî òî÷íûé çàõâàò ÷àñòîò 
 = ! íå

íàáëþäàåòñÿ.

×òîáû äåòàëüíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ ñèñòåìû Ëî-

ðåíöà (ñì. [E.-H. Park et al. 1999; Zaks et al. 1999]), èçîáðàçèì íà

ðèñ. 10.9a âðåìåíí�óþ çàâèñèìîñòü óãëîâîé ïåðåìåííîé �, îïðåäå-

ëåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.5). Ìû íàáëþäàåì çàõâàò

âíåøíåé ñèëîé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, íî ýòè èíòåðâàëû

ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè ôàçû. Ýòèì ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû

–15 –5 5 15
x

–15

–5

5

15

y

–15 –5 5 15
x

(a) (b)

Ðèñ. 10.7. Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ïîä äåé-

ñòâèåì âíåøíåé ñèëû. (a) Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ôàçû ñêîí-

öåíòðèðîâàíû â íåáîëüøîé îáëàñòè (" = 0:16; ! = 1:04). (b) Â àñèí-

õðîííîì ñîñòîÿíèè (" = 0:16; ! = 1:1) ôàçû ðàçáðîñàíû. Àâòîíîìíûé

àòòðàêòîð ïîêàçàí ñåðûì ôîíîì. Âîçìîæíà ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðïðå-

òàöèÿ äàííîãî ãðàôèêà. Îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå

ñîñòîÿíèé àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì Ð¼ññëåðà, íà êîòîðûå äåéñòâó-

åò îáùàÿ ñèëà.
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Ëîðåíöà íàïîìèíàåò äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, âîçìó-

ùåííîãî íåîãðàíè÷åííûì øóìîì: ïðîñêîêè ôàçû íàáëþäàþòñÿ ïðè

ëþáîé ðàññòðîéêå.2 Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãàóññîâñêîãî øóìà ñîñòîèò â

2 Îòìåòèì, ÷òî ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê àíàëîãè÷íàÿ ôàçîâîé äèíàìèêå ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ñ îãðàíè÷åííûì øóìîì: íåðåãóëÿðíûå ïî âðåìåíè ïðîñêîêè ôàçû íàáëþ-

äàþòñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, íî íå âîçíèêàþò â åå

ñåðåäèíå.

8.0 8.2 8.4 8.6
ω

–0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

Ω
 − 

ω

Ðèñ. 10.8. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå Ëîðåíöà: íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà

êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû äëÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé àì-

ïëèòóäû ñèëû " = 10. Â îáëàñòè ïëàòî 8:2 < ! < 8:5 åñòü íåáîëüøîå

ðàññîãëàñîâàíèå 
� ! � 0:005 çà ñ÷åò ïðîñêîêîâ ôàçû (ñì. ðèñ. 10.9).

0 5000 10000 15000 20000
×ÒÅÍÑ
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4

(θ
(t)

−ω
t)

/2
π

0 10 20 30
u

0
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20

30

40

50

z

(a) (b)

Ðèñ. 10.9. Íåèäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà äëÿ " =

10; ! = 8:35. (a) Ðàçíîñòü ôàç êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè: äëèííûå èí-

òåðâàëû çàõâàòà ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè. (b) Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé

ïîðòðåò ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñèëîé. Àâòîíîìíûé àòòðàêòîð ïîêàçàí

ñåðûì ôîíîì.
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òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè áîëü-

øå ÷åì â îòðèöàòåëüíîì, ÷òî è ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ íàáëþäà-

åìîé ÷àñòîòû 
 îò !. Ýòà ñïåöèôè÷åñêàÿ ÷åðòà ñèñòåìû Ëîðåíöà

ñëåäóåò èç îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí âîçâðàòà,

ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 10.5b. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîçìîæíà äëèòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé ñ ìàëûìè u (u � 15), ïðè êîòîðûõ

âðåìåíà âîçâðàòà ìàëû. Â òå÷åíèå ýòèõ èòåðàöèé ôàçà îñöèëëÿòîðà

óáåãàåò âïåðåä, òàê ÷òî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà íåìíîãî ïðåâûøàåò

÷àñòîòó ñèëû (ñì. ïîäðîáíåå â [E.-H. Park et al. 1999; Zaks et al.

1999]).

Ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà ñ âíåøíåé ñèëîé ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíà ñòðîáîñêîïè÷åñêèì ïîðòðåòîì íà ðèñ. 10.9b: áîëüøèí-

ñòâî òî÷åê ñêîíöåíòðèðîâàíî â ìàëîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

õîòÿ åñòü òàêæå ¾õâîñò¿ èç òî÷åê, êîòîðûå çàïàçäûâàþò. Â êîíöå

êîíöîâ, íåêîòîðûå èç òî÷åê ñîâåðøàþò äîïîëíèòåëüíûå ïî ñðàâíå-

íèþ ñ âíåøíåé ñèëîé îáîðîòû, à íåêîòîðûå ïðîïóñêàþò îäèí èëè

íåñêîëüêî îáîðîòîâ; òî÷êè îêàçûâàþòñÿ ðàçáðîñàííûìè ïî àòòðàê-

òîðó, õîòÿ èõ ðàñïðåäåëåíèå è îñòàåòñÿ íåðàâíîìåðíûì.

10.2.2 Êîñâåííîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè

Äî ñèõ ïîð ìû õàðàêòåðèçîâàëè ñèíõðîíèçàöèþ, íåïîñðåäñòâåííî

âû÷èñëÿÿ ÷àñòîòó. Ýòî âîçìîæíî äëÿ ñèñòåì ñ õîðîøî îïðåäåëåííîé

ôàçîé, òàêèõ êàê ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)) èëè Ëîðåíöà

(óðàâíåíèÿ (10.4)), íî ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëîæíûì èëè íåîäíîçíà÷-

íûì äëÿ ñèñòåì ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé, êàê â ñëó÷àå ñèñòåìû

Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé (ñì. óðàâíåíèÿ (10.6) è ðèñ. 10.4).

Ïîýòîìó áûëî áû ïîëåçíî èìåòü âîçìîæíîñòü âûÿâëÿòü ñèíõðîíèçà-

öèþ áåç ïðèâÿçêè ê êîíêðåòíîìó îïðåäåëåíèþ ôàçû. Îñíîâíàÿ èäåÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå

êîãåðåíòíîñòè ìåæäó õàîòè÷åñêèì ïðîöåññîì è âíåøíåé ñèëîé. Êî-

ãåðåíòíîñòü ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ êàê â ñïåêòðå ìîùíîñòè êîëåáàíèé,

òàê è â êîëëåêòèâíîé äèíàìèêå àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íà

êîòîðûå äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà. Ýòî ïîäñêàçûâàåò äâà âîçìîæíûõ

ïîäõîäà ê êîñâåííîìó îïèñàíèþ çàõâàòà õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

âíåøíåé ñèëîé.

Îáû÷íî ñïåêòð ìîùíîñòè õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ñîäåðæèò øèðî-

êîïîëîñíóþ êîìïîíåíòó è ïèê íà ñðåäíåé ÷àñòîòå êîëåáàíèé;3 ýòîò

3 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïåêòð çàâèñèò îò íàáëþäàåìîé; ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ

åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ êîëåáàòåëüíàÿ íàáëþäàå-

ìàÿ (íàïðèìåð, x(t) äëÿ ñèñòåìû Ð¼ññëåðà è z(t) äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà).



Æ
��
��
��
��
��
k332 Ãëàâà 10. Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì

ïèê î÷åíü óçîê äëÿ ¾õîðîøåé¿ ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (10.2) è äîâîëüíî

øèðîê äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû

â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé Æ-ïèê íà ÷àñòîòå ! âíåøíåé

ñèëû (èëè åå ãàðìîíèêè n!). Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè îáà ïèêà

ñîñóùåñòâóþò, è èíòåíñèâíîñòü Æ-ïèêà, ãðóáî ãîâîðÿ, ïîðÿäêà àì-

ïëèòóäû ñèëû. Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè Æ-ïèê ïîãëîùàåò âñþ

èíòåíñèâíîñòü êîìïîíåíòû êîëåáàíèé íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Òàêèì

îáðàçîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñèëüíîå óâåëè÷åíèå èí-

òåíñèâíîñòè S ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû íà ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé

ñèëû. Ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïîÿâëÿþùåéñÿ êîãåðåíòíîñòè õàîòè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ïîäàâëÿåò

äèôôóçèþ ôàçû, òàê ÷òî ôàçû â ìîìåíòû âðåìåíè T; 2T; 3T; : : :, ãäå

T = 2�=!, èìåþò ïî÷òè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåóáûâàþùèå ìàêñèìàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ïðè âðåìåíè çàäåðæêè T; 2T; 3T; : : : ; ÷òî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

ñîîòâåòñòâóåò Æ-ïèêó íà ÷àñòîòå ! âíåøíåé ñèëû.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü âûÿâèòü êîãåðåíòíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû îáðàçîâàòü àíñàìáëü êîïèé äàííîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Áåç

âíåøíåé ñèëû òàêîå ñâîéñòâî õàîñà êàê ïåðåìåøèâàíèå ïðèâîäèò ê

îòñóòñòâèþ êîãåðåíòíîñòè â àíñàìáëå: íà÷àâ ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé, èçîáðàæàþùèå òî÷êè, â êîíöå êîíöîâ, ïîêðûâàþò âåñü

õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, â ñîîòâåòñòâèè ñ åñòåñòâåííîé èíâàðèàíò-

íîé ìåðîé. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ñì.

ðèñ. 10.7. Â ñèíõðîííîì ðåæèìå âñå ñèñòåìû ñòðåìÿòñÿ èìåòü îäíó

è òó æå ôàçó, êàê âèäíî èç ðèñ. 10.7 è 10.9b. Ïðè ýòîì ìàëåíüêîå

îáëàêî òî÷åê âðàùàåòñÿ êàê óñòîé÷èâûé îáúåêò è íå ðàñïëûâàåòñÿ.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îõàðàêòåðèçîâàòü êîãåðåíòíîñòü àíñàìáëÿ èç N

èäåíòè÷íûõ ñèñòåì � ýòî âû÷èñëèòü ñðåäíåå ïîëå X = N
�1
P

N

1 xk,

ãäå x
k
� íàáëþäàåìàÿ k-òîé êîïèè ñèñòåìû.4 Åñëè ñèíõðîíèçàöèè

íåò, òî òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïëûâàþòñÿ ïî âñåìó àò-

òðàêòîðó è ñðåäíåå ïîëå î÷åíü ìàëî è ïî÷òè ïîñòîÿííî âî âðåìåíè.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè ñðåäíåå ïîëå

îñöèëëèðóåò (ñ ÷àñòîòîé !) âî âðåìåíè ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé.

Ïîä÷åðêíåì îïÿòü, ÷òî âû÷èñëåíèå êàê ñðåäíåãî ïîëÿ X, òàê è èí-

òåíñèâíîñòè äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû S, íå òðåáóåò âû-

÷èñëåíèÿ ôàçû è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò åå îïðåäåëåíèÿ. Ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èíäèêàòîðîâ X è S íå îãðàíè÷åíî

ñëó÷àåì õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì; îíè ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû

4 Êàê è ñïåêòð ìîùíîñòè, ñðåäíåå ïîëå çàâèñèò îò íàáëþäàåìîé, ñì. ïðå-

äûäóùóþ ñíîñêó.
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äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñèñòåì ñ øóìîì. Ìû èëëþñòðèðóåì èñïîëüçî-

âàíèå ýòèõ êîñâåííûõ èíäèêàòîðîâ ñèíõðîíèçàöèè íà ðèñ. 10.10. Äâà

èçëîæåííûõ êîñâåííûõ ïîäõîäà, êîíå÷íî æå, âçàèìîñâÿçàíû. Èç-çà

ïåðåìåøèâàíèÿ àíñàìáëü èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ñêîíñòðóè-

ðîâàí äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî ïóòåì íàáëþäåíèÿ îäíîé ñèñòåìû

â ìîìåíòû âðåìåíè 0; nT; 2nT; : : : ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì n. Òàêèì

îáðàçîì, âðåìåíí�àÿ êîãåðåíòíîñòü îäíîé ñèñòåìû åñòü íå ÷òî èíîå,

êàê êîãåðåíòíîñòü â àíñàìáëå íåçàâèñèìûõ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íà

êîòîðûå äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà. Èíòåíñèâíîñòü Æ-ïèêà â ñïåêòðå ìîù-

íîñòè ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðîïîðöèîíàëüíîé èíòåíñèâíîñòè

êîëåáàíèé ñðåäíåãî ïîëÿ (ñì. äåòàëè â [Pikovsky et al. 1997b]).

10.2.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ â òåðìèíàõ íåóñòîé÷èâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

Äðóãîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòî-

ðîâ îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâ èíäèâèäóàëüíûõ íåóñòîé÷èâûõ

8.0 8.2 8.4 8.6
ω

–0.2

0.0

0.2

0.4

Ω
 − 

ω

(a)

(b)

S,
X

Ðèñ. 10.10. (à) Çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé
êîìïîíåíòû S (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è äèñïåðñèè ñðåäíåãî ïîëÿ áîëüøî-

ãî àíñàìáëÿ X (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû äëÿ

ñèñòåìû Ëîðåíöà (10.11). Àìïëèòóäà ñèëû " = 5. Îáå çàâèñèìîñòè

äàíû â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ. Îòìåòèì èõ ÿðêî âûðàæåííûé ðå-

çîíàíñíûé õàðàêòåð. Îáå êîñâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, âû÷èñëåííûå ïî

íàáëþäàåìûì z(t), èìåþò ìàêñèìóì â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. (b) Äëÿ

ñðàâíåíèÿ, íàðèñîâàíà òàêæå è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà.
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ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (ÍÏÎ), âëîæåííûõ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Êàê èçâåñòíî, ýòè îðáèòû ñîçäàþò íåêèé ¾ñêåëåò¿ õàîòè÷åñêîãî ìíî-

æåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [Ott 1992; Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]). Â ÷àñò-

íîñòè, àâòîíîìíûå ñèñòåìû (10.2) è (10.4) èìåþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Âûáåðåì îäíî èç ýòèõ ðåøå-

íèé è ðàññìîòðèì âëèÿíèå íà íåãî ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Çà

èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî öèêë òåïåðü íåóñòîé÷èâ, ìû ïðèõîäèì ê ñòàí-

äàðòíîé ïðîáëåìå ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìîãî îñöèëëÿòîðà, ðàñ-

ñìîòðåííîé â ðàçäåëå 7.3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

èçëàãàåìóþ òàì òåîðèþ è õàðàêòåðèçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ êîíêðåò-

íîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

âðàùåíèÿ îçíà÷àåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íà èíâàðèàíòíîì

òîðå, êîòîðûé âîçíèêàåò èç ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû. (Îòìåòèì, ÷òî ýòîò òîð íàñëåäóåò îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû

ñâîéñòâî íåóñòîé÷èâîñòè.) Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âðàùåíèÿ îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå íà èíâàðèàíòíîì òîðå äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò:

îäíîé ¾ôàçî-óñòîé÷èâîé¿ è îäíîé ¾ôàçî-íåóñòîé÷èâîé¿. Îáëàñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âðàùåíèÿ � ýòî îáû÷íûé ÿçûê Àðíîëüäà (ñì.

ðèñ. 7.15). Íà ãðàíèöå îáëàñòè çàõâàòà äâå çàìêíóòûå îðáèòû íà

òîðå ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë. Âíå ÿçûêà

äâèæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå, íå ñèí-

õðîíèçîâàíî, è òðàåêòîðèè íà òîðå ïëîòíû.

ω

ε

Ðèñ. 10.11. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ÿçûêîâ Àðíîëüäà äëÿ

íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Â îáùåì

ñëó÷àå àâòîíîìíûå îðáèòû èìåþò ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû !
(i)

0 , à, ñëåäî-

âàòåëüíî, è ÿçûêè êàñàþòñÿ !-îñè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ñàìûé ëåâûé

è ñàìûé ïðàâûé ÿçûêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòàì ñ ìèíèìàëüíîé è

ìàêñèìàëüíîé !
(i)

0 , ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Â çàøòðèõîâàííîé

îáëàñòè âñå öèêëû ñèíõðîíèçîâàíû è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïðàê-

òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû.
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Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ! è " îñòðèå îñíîâíîãî ÿçûêà Àðíîëüäà

îäíîé èç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íàõîäèòñÿ â òî÷êå " = 0, ! = !
(i)
0 ,

ãäå !
(i)
0 � ýòî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà i-òîé àâòîíîìíîé îðáèòû. Ýòà ÷àñòî-

òà îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìàëüíî îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ 2�=T
i
, ãäå T

i
� ïåðèîä îðáèòû: íàì íåîáõîäèìî ó÷åñòü òî-

ïîëîãè÷åñêèé ïåðèîä N
i
(÷èñëî îáîðîòîâ îðáèòû, ñì. ðàçäåë 10.1) è

çàïèñàòü !
(i)
0 = 2�N

i
=T

i
. Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ !

(i)
0 îòëè÷àþòñÿ

äëÿ ðàçíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò: íàñêîëüêî áëèçêè ÷àñòîòû !
(i)
0 �

çàâèñèò îò ñâîéñòâ âðåìåí âîçâðàòà. Åñëè ÷àñòîòû !
(i)
0 íå î÷åíü ðàç-

ëè÷àþòñÿ, òî ÿçûêè Àðíîëüäà ïåðåêðûâàþòñÿ (ðèñ. 10.11), è ìîæíî

íàéòè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ãäå äâèæåíèå âäîëü âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò çàõâà÷åíî âíåøíåé ñèëîé. Åñëè ñèëà îñòàåòñÿ íå î÷åíü áîëü-

øîé, òî ýòà îáëàñòü åñòü ïåðåñå÷åíèå ñàìîãî ëåâîãî è ñàìîãî ïðàâîãî

ÿçûêîâ Àðíîëüäà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì

àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì !
(i)
0 ,

ñîîòâåòñòâåííî. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè âíîâü

è âíîâü ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòè ðàçíûõ òîðîâ; äâèãàÿñü âäîëü ïî-

âåðõíîñòè òîðà, îíè ïðèáëèæàþòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ïî ôàçå ðåøåíèþ

è îñòàþòñÿ òàì íà íåêîòîðîå âðåìÿ, ïîêà òðàíñâåðñàëüíàÿ (àìïëè-

òóäíàÿ) íåóñòîé÷èâîñòü íå îòòàëêèâàåò èõ ê äðóãîìó òîðó. Òàê êàê

âñå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ çàõâà÷åíû, ôàçà îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàí-

íîé â íåêîòîðîé îáëàñòè: íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïî ôàçå. Âíå

òîé îáëàñòè, ãäå âñå ÿçûêè ïåðåêðûâàþòñÿ, ñèíõðîíèçàöèÿ íå ìîæåò

áûòü èäåàëüíîé: â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ñëåäóåò

âäîëü çàõâà÷åííîãî öèêëà, à ôàçà ñëåäóåò çà ôàçîé âíåøíåé ñèëû,

íî â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ïîäõîäèò áëèçêî ê íåçà-

õâà÷åííîìó öèêëó, è ïðîèñõîäèò ïðîñêîê ôàçû. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé

íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìå Ëîðåíöà (ðèñ. 10.9).

10.2.4 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ

Ìû äåìîíñòðèðóåì ýòîò ýôôåêò íà ñèñòåìå äâóõ äèôôóçèîííî ñâÿ-

çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà (10.2):

_x1 = �(1 + �)y1 � z1+

"(x2 � x1);

_y1 = (1 + �)x1 + 0:15y1;

_z1 = 0:2 + z1(x1 � 10);

_x2 = �(1� �)y2 � z2+

"(x1 � x2);

_y2 = (1� �)x2 + 0:15y2;

_z2 = 0:2 + z2(x2 � 10):

(10.12)

Îòìåòèì, ÷òî îñöèëëÿòîðû íåèäåíòè÷íû; äîïîëíèòåëüíî ââåäåí-

íûé ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåò ðàññòðîéêó ñîáñòâåííûõ ñðåäíèõ ÷àñòîò.
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Äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü ïðîïîðöèîíàëüíà êîíñòàíòå ñâÿçè ".

Íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû îáîèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

íåïîñðåäñòâåííî, ïóòåì ïîäñ÷åòà ÷èñëà êîëåáàíèé â åäèíèöó âðåìå-

íè. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ÷àñòîò (ðèñ. 10.12) äàåò òèïè÷-

íóþ êàðòèíó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ

ðåæèìîâ (êàê ôóíêöèè ñâÿçè " è ðàññòðîéêè �) äåìîíñòðèðóåò òðè

îáëàñòè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ.

(I) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ÷àñòîòû çàõâà÷åíû, 
1 = 
2. Âàæ-

íî îòìåòèòü, ÷òî ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ïðàêòè÷åñêè íåò; ýòî

îñîáåííîñòü ôàçî-êîãåðåíòíîãî àòòðàêòîðà Ð¼ññëåðà.

(II) Îáëàñòü àñèíõðîííûõ êîëåáàíèé, ãäå j
1 � 
2j = j
bj > 0.

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ÷àñòîòà 
b

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾÷àñòîòà áèåíèé¿.

(III) Â ýòîé îáëàñòè êîëåáàíèÿ â îáåèõ ñèñòåìàõ èñ÷åçàþò èç-çà

äèôôóçèîííîé ñâÿçè. Ýòîò ýôôåêò èçâåñòåí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ñèñòåì êàê âûìèðàíèå (ãàøåíèå) êîëåáàíèé (ñì. ãëàâó 8).

Âåñüìà ïîëåçíî îïèñàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (ñì. ðèñ. 10.13). Øåñòèìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà (10.12) èìååò øåñòü ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ïðè íóëåâîé

ñâÿçè ìû èìååì âûðîæäåííóþ ñèòóàöèþ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñèñòåì,

(a)

0
0.04

0.08ε 0
0.02

0.04

ν

0

0.1

0.2

∆Ω

0.0 0.1 0.2
ν

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

ε I

II

III

(b)

Ðèñ. 10.12. (a) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ Ð¼ññëåðà (10.12): ãðàôèê ðàçíîñòè íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò �
 =

h _�1 � _�2i êàê ôóíêöèè ñâÿçè " è ðàññòðîéêè � äåìîíñòðèðóåò îáëàñòü,

ãäå�
 èñ÷åçàþùå ìàëà. (b) Ñõåìàòè÷åñêàÿ äèàãðàììà, ïîêàçûâàþùàÿ

îáëàñòü àñèíõðîííûõ (II) è ñèíõðîííûõ (I) äâèæåíèé è îáëàñòü âûìè-

ðàíèÿ êîëåáàíèé (III). Äèàãðàììà ïðèáëèæåííàÿ, îêíà ïåðèîäè÷íîñòè

â I è II íå ïîêàçàíû. Ãðàôèê (b) âîñïðîèçâåäåí èç Osipov et al., Physical

Review E, Vol. 55, 1997, pp. 2353�2361. Copyright 1997 by the American

Physical Society.
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé, îäèí íóëåâîé è îäèí

îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü. Äâà íóëåâûõ ïîêàçàòåëÿ ñîîòâåòñòâó-

þò äâóì íåçàâèñèìûì ôàçàì. Ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ôàçû ñòàíîâÿò-

ñÿ çàâèñèìûìè è âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ: òîëüêî îäèí ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü äîëæåí îñòàòüñÿ â òî÷íîñòè íóëåì. Òåì íå ìåíåå, ìû

íàáëþäàåì, ÷òî ïðè ìàëîé ñâÿçè âòîðîé íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêà-

çàòåëü îñòàåòñÿ î÷åíü ìàëûì (ñîáñòâåííî, ÷èñëåííî íåîòëè÷èìûì îò

íóëÿ); ýòî ñîîòâåòñòâóåò ¾êâàçèïåðèîäè÷åñêîé¿ äèíàìèêå ôàç, êîãäà

êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ñäâèíóòà. Òîëüêî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëåå

ñèëüíîé ñâÿçè, êîãäà íàñòóïàåò ñèíõðîíèçàöèÿ, âòîðîé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì: òåïåðü ôàçû çàõâà÷åíû è

ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè óñòîé÷èâî. Îòìåòèì, ÷òî äâà íàèáîëüøèõ

ïîêàçàòåëÿ îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âî âñåì äèàïàçîíå ñâÿçè, ÷òî

îçíà÷àåò õàîòè÷íîñòü è íåçàâèñèìîñòü àìïëèòóä: ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà

îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ãèïåðõàîñà.

10.3 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Â ñâîåì èçëîæåíèè ìû ñëåäîâàëè ðàáîòàì [Rosenblum et al. 1996;

Pikovsky et al. 1997b], ãäå îáñóæäàëèñü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ôàçû

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
 ε

–0.04

0.00

0.04

0.08

λ
j

0.00

0.02

0.04

∆Ω

(a)

(b)

Ðèñ. 10.13. Ðàçíîñòü ÷àñòîò (a) è ÷åòûðå íàèáîëüøèõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëÿ (b) êàê ôóíêöèÿ ñèëû ñâÿçè " äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

îñöèëëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà (10.12); � = 0:015. Ïðè ñëàáîé ñâÿçè åñòü äâà

ïîëîæèòåëüíûõ è äâà ïî÷òè íóëåâûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëÿ. Ïåðåõîä

ê çàõâàòó ôàç ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî ïðè " � 0:028; ïðè ýòîì çíà÷åíèè

ñèëû ñâÿçè îäèí èç íóëåâûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñòàíîâèòñÿ îò-

ðèöàòåëüíûì.
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õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ïðÿìûå è êîñâåííûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè. Çàõâàò ôàçû õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïåðèîäè÷å-

ñêîé âíåøíåé ñèëîé áûë ðàññìîòðåí Ïèêîâñêèì [1984b], êîòîðûé

íàáëþäàë óâåëè÷åíèå äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû âûíó-

æäàåìîé ñèñòåìû, è Ñòîóí [Stone 1992], êîòîðàÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè

íàáëþäàëà îñöèëëÿòîð Ð¼ññëåðà, ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûé èì-

ïóëüñàìè, à òàêæå Âàäèâàñîâîé è äð. [Vadivasova et al. 1999]. Ñõîä-

íûå ýôôåêòû â ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðàõ, â ÷àñòíîñòè ïåðåêðûòèå

ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ, îáñóæäàëèñü â

ðàáîòàõ [Ëàíäà è Ïåðìèíîâ 1985; Àíèùåíêî è äð. 1991; Ëàíäà è

Ðîçåíáëþì 1992; Anischenko et al. 1992; Landa and Rosenblum 1993].

Çàõâàò ôàçû â òåðìèíàõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò áûë ðàññìîòðåí

â ðàáîòàõ [Pikovsky et al. 1997c; Zaks et al. 1999; S. H. Park et al.

1999a]. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè è ñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà ïåðåìå-

æàåìîñòè áûëè îïèñàíû â [Pikovsky et al. 1997a; Rosa Jr. et al. 1998;

Lee et al. 1998]. Ýôôåêòû çàõâàòà ôàç ìîãóò òàêæå íàáëþäàòüñÿ â

áîëüøèõ àíñàìáëÿõ, ðåøåòêàõ è õàîòè÷åñêè îñöèëëèðóþùèõ ñðåäàõ,

ñì. [Brunnet et al. 1994; Goryachev and Kapral 1996; Pikovsky et al.

1996; Osipov et al. 1997; Brunnet and Chat�e 1998; Goryachev et al.

1998; Blasius et al. 1999] è ðàçäåë 12.3. Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé

ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñèëîé áûëà ðàññìîòðåíà â [Pikovsky et al. 1997b].

Çàõâàò ôàçû â õàîñå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëñÿ â ýëåêòðîííûõ

ãåíåðàòîðàõ [Ïèêîâñêèé 1984b; Parlitz et al. 1996; Rulkov 1996], ïëàç-

ìå [Rosa Jr. et al. 2000] è â ëàçåðàõ [Tang et al. 1998a,c]. Ñì. òàêæå

òåìàòè÷åñêèé âûïóñê [Kurths (ed.) 2000].

Â ñâÿçàííûõ íåèäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ çàõâàò ôàç

íàáëþäàåòñÿ óæå ïðè ñëàáîé ñâÿçè. Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè íàáëþäàåò-

ñÿ òåíäåíöèÿ ê ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè (ñì. äåòàëüíîå îáñóæäåíèå

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ÷àñòè III). Ïðè ïðîìåæóòî÷íîé ñèëå ñâÿçè

íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíûé ðåæèì: ñîñòîÿíèÿ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñèñòåì ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïî âðåìåíè,

x1(t) � x2(t��). Ýòîò ðåæèì, íàçâàííûé çàäåðæàííîé (lag) ñèíõðî-

íèçàöèåé, èçó÷àëñÿ òåîðåòè÷åñêè â ðàáîòàõ [Rosenblum et al. 1997b;

Sosnovtseva et al. 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [Taherion and

Lai 1999].

Ïîñòíîâ è äð. [Postnov et al. 1999b] îïèñàëè ìóëüòèñòàáèëüíîñòü

ñîñòîÿíèé ñ çàõâàòîì ôàçû äëÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ìíîãî-

ëåíòî÷íûìè àòòðàêòîðàìè. Â çàâåðøåíèå ìû õîòèì îòìåòèòü, ÷òî

Fujigaki et al. [1996] è Fujigaki and Shimada [1997] èñïîëüçóþò òåðìèí

ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â äðóãîì ñìûñëå.



Ãëàâà 11

Ñèíõðîíèçàöèÿ â
îñöèëëèðóþùèõ ñðåäàõ

Îñöèëëèðóþùàÿ ñðåäà � ýòî ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, êàæäûé ýëå-

ìåíò êîòîðîé ñîâåðøàåò àâòîêîëåáàíèÿ. Õîðîøèì ôèçè÷åñêèì (íà

ñàìîì äåëå � õèìè÷åñêèì) ïðèìåðîì ñëóæèò êîëåáàòåëüíàÿ ðåàêöèÿ

(íàïðèìåð, ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî) â áîëüøîì îáúåìå,

ðàçëè÷íûå ÷àñòè êîòîðîãî ìîãóò êîëåáàòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïåðèîäà-

ìè è ôàçàìè. Îáû÷íî ðåàêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèÿìè öâåòà.

Ïîýòîìó ïðîôèëü ôàçû ëåãêî âèäåí: ðàçëè÷íûå öâåòà îòâå÷àþò ðàç-

ëè÷íûì ôàçàì.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ôàçû â öåïî÷êàõ è â

ïðîñòðàíñòâåííî-íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì ñðå-

äó èç ñëàáî íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, äåìîíñòðèðóþùóþ áîãàòûé

íàáîð ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ; íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò îïèñàíû

â ðàçäåëå 11.3.

11.1 Öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ

Öåïî÷êà îñöèëëÿòîðîâ � ýòî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñèñòåìû äâóõ

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñàííîé â ãëàâå 8. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðå-

íèÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñîì

k è èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû !
k
, â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî áëèæàéøèå ñîñåäè. Åñëè ñâÿçü ñëàáàÿ,

òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ôàçîâîé äèíàìèêè è çàïèñàòü
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óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (8.5):

d�
k

dt
= !

k
+ "q(�

k�1 � �
k
) + "q(�

k+1 � �
k
); k = 1; : : : ; N: (11.1)

Çäåñü ìû äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñöèëëÿòîðû îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî àâòîíîìíûìè ÷àñòîòàìè !
k
è ÷òî ñâÿçü îäèíàêîâà äëÿ âñåõ

ïàð. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (11.1) èìåþò âèä �0 = �1; �N+1 = �
N
.

×òîáû ïîëó÷èòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññàõ â öåïî÷êå,

âçãëÿíåì íà ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Åñëè ñâÿçü îòñóòñòâóåò (" = 0),

òî ôàçû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ âðàùàþòñÿ ñ àâòîíîìíûìè ÷àñòîòàìè

è â öåïî÷êå èç N îñöèëëÿòîðîâ íàáëþäàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå ñ N ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå,

êîãäà ñâÿçü î÷åíü âåëèêà, " � j!
k
j, ðàçëè÷èåì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê ÷òî âñå îñöèëëÿòîðû ñèíõðîíèçóþòñÿ. Ìå-

æäó ýòèìè ñëó÷àÿìè ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå ÷àñòè÷íî ñèíõðî-

íèçîâàííûõ ðåæèìîâ, ñ íåñêîëüêèìè (ìåíüøå, ÷åì N) ðàçëè÷íûìè

÷àñòîòàìè. Ïîñêîëüêó ñâÿçü ñòðåìèòñÿ ñèíõðîíèçîâàòü áëèæàéøèõ

ñîñåäåé, îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ýòó

êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ìû èëëþñòðèðóåì ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèåì

öåïî÷êè èç 5 îñöèëëÿòîðîâ íà ðèñ. 11.1.

Ïåðåõîä îò íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé ê ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçîâàí-

íîìó ðåæèìó çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò !
k
. Â ëèòåðàòóðå

0 1 2 3
ε

–2

–1

0

1

2

Ω
k

Ðèñ. 11.1. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò 
k = h _�ki îò ïàðàìåòðà
ñâÿçè " â öåïî÷êå èç ïÿòè îñöèëëÿòîðîâ (11.1). Ñîáñòâåííûå ÷àñòî-

òû ðàâíû �1:8; �1:1; 0:1; 0:9; 1:9, ôóíêöèÿ ñâÿçè âûáðàíà â âèäå

q(x) = sinx. Ñ óâåëè÷åíèåì ñâÿçè ñíà÷àëà îñöèëëÿòîðû 1 è 2 îáðà-

çóþò êëàñòåð ïðè " � 0:4. Çàòåì ïðè " � 0:6 ïîÿâëÿåòñÿ êëàñòåð èç

îñöèëëÿòîðîâ 4 è 5. Ïðè " � 1:4 ê íåìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ îñöèëëÿòîð 3.

Íàêîíåö, ïðè " � 3 âñå îñöèëëÿòîðû ñèíõðîíèçóþòñÿ.
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ðàññìàòðèâàëèñü äâå ìîäåëè: ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ

÷àñòîò è ðåãóëÿðíîå ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â òî âðåìÿ êàê ñî-

ñòîÿíèÿ ñ ìíîãèìè êëàñòåðàìè ñ òðóäîì ïîääàþòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó

îïèñàíèþ, ïåðåõîä îò ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ê ðåæèìó ñ äâóìÿ êëà-

ñòåðàìè ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëèòè÷åñêè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà

ââåäåì ðàçíîñòü ôàç ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè  
k
= �

k+1 � �
k
,

è ïîëó÷èì èç (11.1) ñèñòåìó N � 1 óðàâíåíèé

d 
k

dt
= �

k
+ "[q( 

k�1) + q( 
k+1)� 2q( 

k
)]; k = 1; : : : ; N � 1: (11.2)

Çäåñü ÷åðåç �
k
= !

k+1�!k îáîçíà÷åíû ðàçíîñòè ÷àñòîò. Äëÿ ñòàöè-

îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ _ 
k
= 0 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ

ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ u
k
= q( 

k
); îíà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îáðàùå-

íèè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è íàõîæäåíèè  
k
= q

�1(u
k
). Ïîñêîëüêó ôóíê-

öèÿ ñâÿçè q( ) ïåðèîäè÷åñêàÿ, èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè

òîëüêî âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ u
k
ëåæàò â èíòåðâàëå (qmin; qmax).

Êàê áûëî äîêàçàíî Ermentrout and Kopell [1984], åñëè ôóíêöèÿ ñâÿçè

0 20 40 60 80 100
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Ω
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(b)

(c)

Ðèñ. 11.2. Êëàñòåðû â öåïî÷êå (11.1) èç 100 ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ

ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (ãàóññîâñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé) è ñ ôóíêöèåé ñâÿçè q(x) = sin x.

(a) Äâóõêëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå ïðè " = 4. (b) Ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî

áîëüøèõ êëàñòåðîâ ïðè " = 1. (c) Íåñêîëüêî íåáîëüøèõ êëàñòåðîâ è

ìíîãî íåñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ïðè " = 0:2.
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èìååò îäèí ìèíèìóì è îäèí ìàêñèìóì, òî èç âñåõ âîçìîæíûõ 2N�1

ðåøåíèé óñòîé÷èâî òîëüêî îäíî, îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè è íåóñòîé÷èâûìè óçëàìè. Ïðè êðèòè÷åñêîì çíà-

÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðîì l, u
l
= qmin èëè

u
l
= qmax, óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èñ÷åçàåò ÷åðåç áèôóð-

êàöèþ ñåäëî�óçåë è âîçíèêàåò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (11.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (N�1)-ìåðíûé òîð,

è ïîÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ âðàùàåòñÿ â íàïðàâëå-

íèè ïåðåìåííîé  
l
. Â ðåçóëüòàòå h _ 

k
i = 0 äëÿ âñåõ k êðîìå k = l,

äëÿ êîòîðîãî h _ 
l
i 6= 0. Â òåðìèíàõ ôàç �

k
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå

îñöèëëÿòîðû 1; : : : ; l èìåþò îäíó è òó æå íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
1,

à çíà÷åíèå ÷àñòîòû 
2 îñöèëëÿòîðîâ l + 1; : : : ; N îòëè÷àåòñÿ îò íåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿþòñÿ äâà êëàñòåðà ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòè ôàç  
k
íå ïîñòîÿííû, à êîëåáëþòñÿ,

ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå âñå  
k
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöè-

ÿìè âðåìåíè. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ñâÿçè ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèè

ðàñùåïëåíèÿ îáðàçîâàâøèõñÿ êëàñòåðîâ è ò.ä. Äëÿ áîëüøèõ öåïî÷åê

ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òèïè÷íàÿ êàðòèíà

âûãëÿäèò êàê íà ðèñ. 11.2.

11.2 Íåïðåðûâíîå ïî ïðîñòðàíñòâó
ðàñïðåäåëåíèå ôàçû

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñöèëëÿòîðû íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèñ-

êðåòíûå îáúåêòû, à îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ ñðåäó. Òèïè÷íûì ïðè-

ìåðîì ñëóæèò ïåðèîäè÷åñêàÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ â ñîñóäå, ãäå â

êàæäîé òî÷êå íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ è ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì

äèôôóçèè. Çäåñü ôàçà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò è âðåìåíè, è íàøåé áëèæàéøåé çàäà÷åé áóäåò âûâîä óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåãî åå äèíàìèêó.

Îäèí âîçìîæíûé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å, îñíîâàííûé íà ôàçîâîì

ïðèáëèæåíèè ê îäíîðîäíîìó êîëåáàòåëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, áóäåò îïèñàí â ðàçäåëå 11.3.

Çäåñü æå ìû áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèé öåïî÷êè (11.1) è ðàñ-

ñìîòðèì èõ íåïðåðûâíûé ïðåäåë. Â ýòîì ïðåäåëå ðàññòîÿíèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñòîÿííàÿ ñâÿçè ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ïîëîæèòü " = ~"(�x)�2 è ðàçëîæèòü q

â ðÿä Òåéëîðà, òî ïîëó÷èì
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d�
k

dt
= !

k
+ ~"q0(0)

�
k�1 � 2�

k
+ �

k+1

(�x)2

+ ~"q00(0)
(�
k+1 � �

k
)2 + (�

k
� �

k�1)
2

2(�x)2
+ � � � : (11.3)

Â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå íóæíî ïîëîæèòü �
k+1 � �

k
= O(�x), òîãäà

âòîðîé è òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïðè �x! 0 ñõîäÿòñÿ ê âòîðîé

ïðîèçâîäíîé è êâàäðàòó ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò ôàçû. Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îñòàëüíûå ÷ëåíû â ýòîì ïðåäåëå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

@�(x; t)

@t
= !(x) + �r2

�(x; t) + �(r�(x; t))2: (11.4)

Ýòî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè � > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â öåïî÷êå

óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîòèâîôàçíûå óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ, îïèñàíèå

êîòîðûõ â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðå-

íèÿ.

Óðàâíåíèå (11.4) ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïëàâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ ôàçû; áîëåå òî÷íî, åñëè õàðàêòåðíûé

ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíî, óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôàçû ìîæåò ñîäåð-

æàòü òîëüêî åå ïðîèçâîäíûå, à íå ñàìó ôàçó (ïîñêîëüêó äèíàìèêà

èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì ôàçû). Äàëåå, èç ñèììåòðèè

x ! �x ñëåäóåò, ÷òî îáùàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé äîëæíà áûòü ÷åò-

íîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè

(11.4) ëèáî ñîäåðæàò âûñøèå ïðîèçâîäíûå, ëèáî âûñøèå íåëèíåéíî-

ñòè (íàïðèìåð, r4
�; (r�)2r2

�). Ïîëàãàÿ r� � L
�1, ìîæíî îöåíèòü

ýòè äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, îíè èìåþò ïîðÿäîê L
�4
; L

�6
; : : : ; ò.å.

ìíîãî ìåíüøå ÷ëåíîâ ïîðÿäêà L�2, ó÷òåííûõ â (11.4). Â ðàçäåëå 11.3

áóäåò, îäíàêî, ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé

ìàñøòàá èçìåíåíèé ôàçû êîíå÷åí, òî ñëåäóåò âêëþ÷àòü â (11.4)

÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

11.2.1 Ïëîñêèå âîëíû è ìèøåíè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñðåäó èç èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ, ò.å. ñðåäó,

â êîòîðîé !(x) = constant. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.4) èìååò

ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí

�(x; t) = Kx+ (! + �K2)t+ �0: (11.5)

Êîëåáàíèÿ â ñðåäå ñèíõðîííû, íî ÷àñòîòà â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ

îò ñîáñòâåííîé, è ñäâèã ôàçû ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè íå ðàâåí
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íóëþ. Çíàê êîýôôèöèåíòà � îïðåäåëÿåò äèñïåðñèþ âîëí, ò.å. ðàñòåò

èëè óáûâàåò èõ ÷àñòîòà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì (ïîñëåäíèé ñëó÷àé áîëåå

òèïè÷åí). Êàêîå èç ðåøåíèé ñåìåéñòâà (11.5) ðåàëèçóåòñÿ, çàâèñèò,

â îñíîâíîì, îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ

ãðàäèåíòà íà ãðàíèöå r�jB = 0 åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèå ñ íóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì K. Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâà-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé ïðîôèëü ôàçû, è âñå òî÷êè ñðåäû

èäåàëüíî ñèíõðîíèçîâàíû (ò.å. âñå ôàçû ðàâíû). Ïîçäíÿÿ ñòàäèÿ

ýòîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì (11.4), ò.å.

äèôôóçèîííûì óðàâíåíèåì, òàê ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòàíîâëå-

íèÿ ñèíõðîíèçàöèè åñòü L�2, ãäå L � äëèíà ñèñòåìû.

Â áåçãðàíè÷íîé îäíîìåðíîé ñðåäå âîçìîæíû áîëåå ñëîæíûå

ñòðóêòóðû, âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (11.4). Â ÷àñòíî-

ñòè, äâå ïëîñêèå âîëíû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñòàöèîíàðíûé ïåðå-

õîä [Kuramoto 1984]:

�(x; t) = !t+ �(a2 + b
2)t+ ax+

�

�
ln cosh

b�

�
(x+ 2a�t): (11.6)

Ýòî ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ a è b, îïðåäåëÿþùèõ àñèì-

ïòîòèêó ïëîñêèõ âîëí ïðè x ! �1. Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè �b > 0, ïîëó÷èì ïðè áîëüøèõ jxj

� � K�x+ (! + �K2
�)t; K� = a� b: (11.7)

Ñàì ïåðåõîä ñìåùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ �2a�. Èíîãäà åãî íàçûâàþò

äîìåííîé ñòåíêîé, îí ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì èëè ñòîêîì âîëí. Èç

àíàëèçà ñîîòíîøåíèÿ (11.7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè � > 0 ïîáåæäàåò âîë-

íîâàÿ ñòðóêòóðà ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé: ïåðåõîä äâèæåòñÿ â ñòîðîíó

âîëíû ñ ìåíüøåé ÷àñòîòîé.

Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíû ïëîñêèå âîëíû

(11.5) ñî âñåìè K, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ KL = m2�.

Ìîæíî ââåñòè ¾òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä¿ (èëè ¾ïðîñòðàíñòâåííîå ÷è-

ñëî âðàùåíèÿ¿) ïðîôèëÿ ôàçû ñîãëàñíî

Q =
1

2�

Z
L

0

r�d�:

Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, îíà õàðàêòå-

ðèçóåò ôàçîâûé ñäâèã âäîëü ñðåäû. ßñíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä

ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå ýâîëþöèè, ïîýòîìó ëþáîé íà÷àëüíûé ïðî-

ôèëü ôàçû ñ çàðÿäîì Q â êîíöå êîíöîâ ïðèõîäèò ê ïëîñêîé âîëíå

(11.5) ñ âîëíîâûì ÷èñëîì K = Q2�=L.
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Åñëè ïðîôèëü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !(x) íåòðèâèàëåí, òî óäîáíî ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà

� =
�

�
lnu (11.8)

ïðèâåñòè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (11.4) ê ëèíåéíîìó

@u

@t
=
�

�
!(x)u+ �r2

u: (11.9)

Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñ ìíèìûì

âðåìåíåì è ñ ïîòåíöèàëîì �(�=�)!(x). Àñèìïòîòè÷åñêîå (t ! 1)

ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé ìîäîé ñ íàèáîëåå ìåäëåííûì çàòóõà-

íèåì. Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ

�u =
�

�
!(x)u+ �r2

u (11.10)

äàåò, òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòó ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé. Ïðè îïðåäå-

ëåíèè ýòîé ÷àñòîòû ñëåäóåò àêêóðàòíî ó÷èòûâàòü ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ; èç-çà íåëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.8) îíè çàâèñÿò îò ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî ÷èñëà âðàùåíèÿ Q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîôèëü ÷àñòîò àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí:

! ! !0 ïðè x ! �1, íî èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî Q = 0, òàê ÷òî u! 0 ïðè x! �1). Ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà ñ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì)

ïîòåíöèàëà, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà �. Èç ýëåìåíòàðíîé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë âèäà ÿìû

âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäíî äèñêðåòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �1 â

äèàïàçîíå !max > � > !0. Ïîýòîìó âåäóùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

èìååò âèä êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé �1: ìàëàÿ îáëàñòü ñ ïîâûøåííîé

(ïðè ïîëîæèòåëüíûõ �) ÷àñòîòîé îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âñåé ñðåäû.

Åñëè ëîêàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñîîòâåòñòâóåò õîëìó ïîòåíöèàëà, òî

ó çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (11.10) íåò äèñêðåòíûõ ðåøåíèé è

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîé îáëàñòè. Ïîäîáíàÿ

ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â äâó- è òðåõìåðíîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è: ëî-

êàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé ÷àñòîòîé èçëó÷àåò

êîíöåíòðè÷åñêèå âîëíû è ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðå òèïà ¾ìèøåíü¿, â

çàâèñèìîñòè îò çíàêà �.

11.2.2 Âëèÿíèå øóìà: øåðîõîâàòîñòü ïðîòèâ
ñèíõðîíèçàöèè

Óæå íåáîëüøîé øóì ìîæåò èñïîðòèòü ñèíõðîíèçàöèþ â áîëüøîé

ñèñòåìå. Èñïîëüçóåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîðîäíîé (! = constant)
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êîëåáàòåëüíîé ñðåäû ñ øóìîì ëàíæåâåíîâñêèé ïîäõîä, ò.å. äîáàâèì

â ïðàâóþ ÷àñòü (11.4) ôëóêòóèðóþùóþ ñèëó:

@�(x; t)

@t
= ! + �r2

�(x; t) + �(r�(x; t))2 + �(x; t): (11.11)

Ýòî óðàâíåíèå õîðîøî èçâåñòíî â òåîðèè øåðîõîâàòûõ (rough) ïî-

âåðõíîñòåé êàê óðàâíåíèå Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (ñì., íàïðèìåð,

[Barab�asi and Stanley 1995; Halpin-Healy and Zhang 1995]). Â êîíòåê-

ñòå íàøåé çàäà÷è ïîâåðõíîñòü åñòü ïðîôèëü ôàçû �(x; t), à øåðîõî-

âàòîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èç íà÷àëüíîãî îäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ ðàçâèâà-

åòñÿ øåðîõîâàòàÿ ôóíêöèÿ x (ñ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ).

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü øåðîõîâàòîñòü, ðàññìîòðèì ëèíåàðè-

çîâàííóþ âåðñèþ óðàâíåíèÿ (11.11), â êîòîðîé ïðåíåáðåæåì ÷ëåíîì

�(r�)2:

@�(x; t)

@t
= ! + �r2

�(x; t) + �(x; t): (11.12)

Â òåîðèè øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé (11.12) íàçûâàþò óðàâíåíè-

åì Ýäâàðäñà�Óèëêèíñîíà. Ñîâåðøèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-

ñòðàíñòâó, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (11.12) â âèäå ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîä Ôóðüå

d�K

dt
= !ÆK;0 � �K2

�K + �K(t):

Åñëè ïðåäïîëàãàòü øóì ãàóññîâñêèì è Æ-êîððåëèðîâàííûì â ïðî-

ñòðàíñòâå è âðåìåíè, òî âñå Ôóðüå-êîìïîíåíòû �K áóäóò íåçàâè-

ñèìûìè Æ-êîððåëèðîâàííûìè âî âðåìåíè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè

ñ îäíîé è òîé æå èíòåíñèâíîñòüþ h�K(t)�K0(t0)i = 2�2ÆKK0Æ(t � t
0).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû �K(t) òàêæå åñòü íåçà-

âèñèìûå ïðîöåññû. Çàïèñûâàÿ äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû �K óðàâíåíèå

Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ïîëó÷èì ãàóññîâñêîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ äèñïåðñèåé Var(�K) = �
2
�
�1K�2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåí-

íûé ñïåêòð ïðîôèëÿ ôàçû �(x; t) ïðîïîðöèîíàëåí K�2; ìîæíî ïî-

êàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [Halpin-Healy and Zhang 1995]), ÷òî ýòî âåðíî

è äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (11.11).

Äèñïåðñèþ ìãíîâåííîãî ïðîôèëÿ ôàçû Var (�) = h(� � h�i)2i
ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ñïåêòðó.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè K ! 0, ñëåäóåò ó÷åñòü îãðàíè÷å-

íèå ïðè íàèìåíüøåì âîëíîâîì ÷èñëå K0, ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçìåðó

ñèñòåìû L: K0 � L
�1 (äðóãîå îãðàíè÷åíèå íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò óëüòðàôèîëåòîâîé ðàñõîäèìîñòè).

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è d:

Var(�) �
Z
C

L
�1

Kd�1 K�2 dK �

8<
:

L d = 1

lnL d = 2

constant d � 3:

(11.13)

Øåðîõîâàòîñòü � ýòî ñâîéñòâî íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà øèðèíû

¾ïîâåðõíîñòè¿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ñèñòåìû. Êàê ñëåäóåò èç

(11.13), øåðîõîâàòîñòü ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è,

ò.å. îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îäíî-, äâó- èëè òðåõìåð-

íîé. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà íå ïðèâîäèò ê ðàñ-

õîäèìîñòè ïðè ðàçìåðíîñòè áîëüøåé, ÷åì òðè, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

øåðîõîâàòîñòè íåò: äèñïåðñèÿ ïîâåðõíîñòè êîíå÷íà äàæå â î÷åíü

áîëüøèõ ñèñòåìàõ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ïðîôèëü ôàçû øåðîõîâàò

ïðè ðàçìåðíîñòÿõ d = 1; 2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè ôàçû ïåðåõîä ê øåðîõîâàòîñòè ìîæåò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ïîòåðÿ êîãåðåíòíîñòè (ñì. [Gallas et al.

1992; Grinstein et al. 1993]). Íà÷íåì ñ øåðîõîâàòîñòè â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî èç-çà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé îäíîðîäíîñòè íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû â (11.11) îäèíàêîâû

âî âñåõ òî÷êàõ (÷òî è íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó àâòîíîìíûå ÷à-

ñòîòû òîæå îäèíàêîâû). Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâïàäåíèÿ

íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò, êîëåáàíèÿ â ñðåäå ñèíõðîíèçîâàíû. Îäíàêî

îíè íå êîãåðåíòíû. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîôèëü ôàçû åñòü

êðèâàÿ òèïà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ýòî âèäíî èç ôîðìû ñïåêòðà

�K�2), ïîýòîìó íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ôàçû îòëè÷àþòñÿ íå î÷åíü

ñèëüíî è êîëåáàíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèíõðîííûå. Îäíàêî

íà áîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ õàðàêòåðíàÿ ðàçíîñòü ôàç

ïðåâûøàåò 2� è ôàçû, âçÿòûå ïî ìîäóëþ 2�, íå êîððåëèðîâàíû.

Åñëè âçÿòü êàêóþ-íèáóäü çàâèñÿùóþ îò ôàçû íàáëþäàåìóþ, íàïðè-

ìåð sin�, òî ñðåäíåå îò íåå ïî âñåé ñðåäå ïîñòîÿííî, êàê â ñëó÷àå

ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñìûñëå øåðîõîâàòîñòü

îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êîãåðåíòíîñòè â áîëüøîé ñèñòåìå. È íàîáîðîò,

åñëè øåðîõîâàòîñòü ïðîôèëÿ ôàçû îòñóòñòâóåò, ò.å. âàðèàöèè ôàçû

ïî âñåé ñèñòåìå ìåíüøå 2�, òî íå òîëüêî ÷àñòîòû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ

ñîâïàäàþò, íî è ôàçû êîððåëèðîâàíû, è ñðåäíåå îò çàâèñÿùåé îò

ôàçû íàáëþäàåìîé ïî âñåé ñðåäå áóäåò îñöèëëèðîâàòü ñ îáùåé ÷à-

ñòîòîé. Â ðàáîòå [Chat�e and Manneville 1992] ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå

ïðèìåðû òàêîãî ïîâåäåíèÿ.
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11.3 Ñëàáî íåëèíåéíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ
ñðåäà

Â ðàçäåëå 11.2 êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îïèñûâàëàñü ñ ïîìîùüþ îäíîé

ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Ýòî âîçìîæíî, åñëè îòêëîíåíèå âñåõ îñòàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ îò ïðåäåëüíîãî öèêëà, îïèñûâàþùåãî îäíîðîäíûå

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ìàëî. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ,

òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïîëíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå ñëàáî íåëèíåéíûõ àâòîêîëå-

áàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó A, çàâè-

ñÿùóþ îò ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, è ïðåäñòàâèòü ïåðåìåííûå çàäà÷è

u(x; t) â âèäå u = Re(A(x; t)ei!t). Çäåñü ! îáîçíà÷àåò ÷àñòîòó àâòîêî-

ëåáàíèé. Óðàâíåíèÿ äëÿ A ìîæíî âûâåñòè äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé

çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ èëè îäíîãî èç åãî âàðèàíòîâ

(ñì., íàïðèìåð, [Kuramoto 1984; Haken 1993; Bohr et al. 1998]). Çäåñü

ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ïðèåìîì, ÷òî è â ðàçäåëå 11.2: âîçüìåì

öåïî÷êó ñëàáî íåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì è ðàññìîòðèì

åå â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå.

11.3.1 Êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

Îäíîìåðíóþ öåïî÷êó ñëàáî íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæíî îïè-

ñàòü îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (8.12):

dA
k

dt
= �A

k
� ( + i�)jA

k
j2A

k
+ (� + iÆ)(A

k+1 +A
k�1 � 2A

k
): (11.14)

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòðû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ îäèíàêî-

âû. Ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîé ñðåäå îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü A
k+1 �A

k

ïîðÿäêà �x; ñîîòâåòñòâåííî ïîñòîÿííûå âçàèìîäåéñòâèÿ � è Æ äîëæ-

íû áûòü âåëèêè. Ïîëàãàÿ � = ~�(�x)�2 è Æ = ~Æ(�x)�2, ïîëó÷èì

@A

@t
= �A� ( + i�)jAj2A+ (~� + i~Æ)r2

A:

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü òî æå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ, ÷òî è â ðàçäåëå 8.2,

ò.å. ââåñòè áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, èñïîëüçóÿ �, è áåçðàçìåðíóþ àì-

ïëèòóäó, èñïîëüçóÿ
p
=�; òîãäà ïîëó÷àåòñÿ çíàìåíèòîå êîìïëåêñíîå

óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó (ÊÓÃË):

@a(x; t)

@t
= a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)r2

a; (11.15)

îïèñûâàþùåå ñëàáî íåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ â ñïëîøíîé ñðåäå.

Ðàçëè÷íûå ÷ëåíû èìåþò ñëåäóþùåå ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå: ïåðâûé
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÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ëèíåéíûé ðîñò êîëåáàíèé; âòîðîé

÷ëåí îïèñûâàåò íåëèíåéíîå íàñûùåíèå (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîýô-

ôèöèåíòà) è íåëèíåéíûé ñäâèã ÷àñòîòû (ìíèìàÿ ÷àñòü); ïîñëåäíèé

÷ëåí îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå � äèôôóçèþ �

äèññèïàòèâíîãî (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü) èëè êîíñåðâàòèâíîãî (ìíè-

ìàÿ ÷àñòü) òèïà. ×èñòî êîíñåðâàòèâíàÿ âåðñèÿ ÊÓÃË (ò.å. ñ ÷èñòî

ìíèìûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðàâîé ÷àñòè, ôîðìàëüíî ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåäåëó c1;3 ! 1) åñòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

� ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâñêàÿ ñèñòåìà. Â êîíòåêñòå

îïèñàíèÿ àâòîêîëåáàíèé äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñóùåñòâåííû; áîëåå

òîãî, â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ (èçîõðîííûå àâòîêîëåáàíèÿ è ÷èñòî

äèññèïàòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå) êîýôôèöèåíòû c1 è c3 îáíóëÿþòñÿ.

Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ ÊÓÃË (ñì., íàïðèìåð,

[Shraiman et al. 1992; Cross and Hohenberg 1993; Chat�e and Manneville

1996; Bohr et al. 1998]), ìû îòìåòèì çäåñü òîëüêî ñâîéñòâà, âàæíûå

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

ÊÓÃË èìååò ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí (ñð. ñ (11.5))

a(x; t) = (1�K2) exp[iKx� i(c3 + (c1 � c3)K2)t];

êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèíõðîííûé ðåæèì â ñðåäå.

Íå âñå ýòè âîëíû óñòîé÷èâû, íî ïî êðàéíåé ìåðå íåêîòîðûå äëèííî-

âîëíîâûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû, åñëè

1 + c1c3 > 0: (11.16)

×òîáû óâèäåòü, êàê âîçíèêàåò êðèòåðèé (11.16), çàïèøåì ôàçîâîå

ïðèáëèæåíèå äëÿ ÊÓÃË. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïëàâíî

ìåíÿþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëåé, ãäå äèôôóçèîííûé ÷ëåí (ïðî-

ïîðöèîíàëüíûé êâàäðàòó õàðàêòåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà) ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìå-

íèòü îáùóþ ôîðìóëó (7.14) äëÿ âîçìóùåíèé âáëèçè îäíîðîäíîãî

ïðåäåëüíîãî öèêëà è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ôàçû. Â ýòó ôîðìóëó

ìû ïîäñòàâèì ôàçîâóþ çàâèñèìîñòü â âèäå (ñð. (7.10) è (7.16))

�(X;Y ) = tan�1
Y

X
�
c3

2
ln(X2 + Y

2);

à âîçìóùåíèå � â âèäå

p
X
= r2

X(�)� c1r2
Y (�); p

Y
= r2

Y (�) + c1r2
X(�)

ñ a = X + iY = cos�+ i sin� è ïîëó÷èì

@�

@t
= �c3 + (1 + c3c1)r2

�+ (c3 � c1)(r�)2: (11.17)
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Ýòî óðàâíåíèå, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàåò ñ (11.4). Îñíîâíàÿ îñîáåí-

íîñòü, äåëàþùàÿ äèíàìèêó ÊÓÃË íåòðèâèàëüíîé, ýòî âîçìîæíîñòü

íåóñòîé÷èâîñòè ôàçû: êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôàçû â óðàâíå-

íèè (11.17) åñòü 1 + c3c1, è, åñëè îí îòðèöàòåëåí, òî ïðîñòðàíñòâåí-

íî îäíîðîäíîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Êðèòåðèé (11.16) áûë âûâåäåí

Íüþýëîì [Newell 1974], íî íåóñòîé÷èâîñòü ÷àñòî íàçûâàþò íåóñòîé-

÷èâîñòüþ Áåíæàìèíà�Ôýéðà, ïî èìåíè àâòîðîâ, èññëåäîâàâøèõ àíà-

ëîãè÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ âîëí íà âîäå [Benjamin and

Feir 1967].

Ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè ñòàíåò ïîíÿòåí, åñëè ñðàâ-

íèòü êðèòåðèé Íüþýëà (11.16) ñ óðàâíåíèåì (8.17), îïèñûâàþùèì

âçàèìîäåéñòâèå äâóõ îñöèëëÿòîðîâ. Êàê îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 8.2,

êîìáèíàöèÿ íåèçîõðîííîñòè è ðåàêòèâíîé ñâÿçè ïðèâîäèò ê îòòàë-

êèâàíèþ ôàç ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ; òî÷íî òàêàÿ æå êîìáèíàöèÿ

ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè â íåïðåðûâíîé ñðåäå.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âáëèçè ïîðîãà ôàçîâîé

íåóñòîé÷èâîñòè (11.16) àìïëèòóäà jaj îñòàåòñÿ áëèçêîé ê ñòàöèîíàð-

íîìó çíà÷åíèþ 1, à ôàçà ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè

íåðåãóëÿðíî. Ýòîò ðåæèì íàçûâàþò ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòüþ. Åãî

ìîæíî îïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (11.17)

@�

@t
= �c3 + (1 + c3c1)r2

�+ (c3 � c1)(r�)2 � 1
2
c
2
1(1 + c

2
3)r4

�; (11.18)

ãäå ó÷òåí ñòàáèëèçèðóþùèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ÷åòâåð-

òîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâó. Ýòî óðàâíåíèå Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî [Íåïîìíÿùèé 1974; Kuramoto and Tsuzuki 1976;

Sivashinsky 1978], îïèñûâàþùåå íåëèíåéíóþ ñòàäèþ ôàçîâîé

íåóñòîé÷èâîñòè. Â äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè

îíî èìååò òóðáóëåíòíûå ðåøåíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èç-çà

ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòè êðóïíîìàñøòàáíûå ñâîéñòâà ïðîôèëÿ ôà-

çû â óðàâíåíèè Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî (11.18) òàêèå æå, êàê â

óðàâíåíèè Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (11.11) [Yakhot 1981; Bohr et al.

1998]: òóðáóëåíòíîñòü èãðàåò ðîëü ýôôåêòèâíîãî øóìà äëÿ êðóï-

íîìàñøòàáíûõ èçìåíåíèé ôàçû. Â ÷àñòíîñòè, â áîëüøîé ñèñòåìå

ïðîôèëü ôàçû ñòàíîâèòñÿ øåðîõîâàòûì, ÷òî îçíà÷àåò ïîòåðþ êî-

ãåðåíòíîñòè. Âäàëè îò ãðàíèöû íåóñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåòñÿ ðåæèì

àìïëèòóäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåì äå-

ôåêòîâ � òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé äèàãðàììå, ãäå àì-

ïëèòóäà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â äåôåêòå ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ñîñåä-

íèìè òî÷êàìè ìåíÿåòñÿ íà �2�, ïðè ýòîì ïðîïàäàþò êàê ñèíõðîíè-

çàöèÿ, òàê è êîãåðåíòíîñòü. Îñíîâíûå ðåæèìû â ÊÓÃË ïîêàçàíû íà
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ðèñ. 11.3.

Â äâó- è òðåõìåðíîé êîëåáàòåëüíîé ñðåäå ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå óñòîé-

÷èâûå îáúåêòû � ñïèðàëè. Ñïèðàëü âðàùàåòñÿ âîêðóã òîïîëîãè÷åñêî-

ãî äåôåêòà è óñòîé÷èâà â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Êîëåáàíèÿ

â ñïèðàëè ñèíõðîíèçîâàíû. Äðóãèå îáúåêòû, ÷àñòî íàáëþäàåìûå

â äâóìåðíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñðåäàõ, ýòî ìèøåíè: êîíöåíòðè÷åñêèå

âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ èç îñöèëëèðóþùåãî öåíòðà. Â íåîäíî-

ðîäíîé ñðåäå, ãäå âîçìîæíû ìèøåíè ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè, îáû÷íî

ñîðåâíîâàíèå âûèãðûâàåò âîëíà ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì. Áîëåå ïî-

äðîáíî ñâîéñòâà ñïèðàëåé è ìèøåíåé, â òîì ÷èñëå â ñðåäå èç ðåëàê-

ñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñàíû â ðàáîòàõ [Cross and Hohenberg

1993; Bohr et al. 1998; Mikhailov 1994; Walgraef 1997] è â ïðèâåäåííûõ

òàì ññûëêàõ.

(a)
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Ðèñ. 11.3. Ðåæèìû â êîìïëåêñíîì óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó. Äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Re(a) ïîêàçàíà ãðàäàöèÿìè ñåðîãî öâåòà, òàê ÷òî

ëèíèè ïîñòîÿííîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ëèíèÿì ïîñòîÿííîé ôàçû. (a)

Óñòîé÷èâûå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè

êîëåáàíèÿ ïðè c3 = 1; c1 = 0. (b) Ðåæèì ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòè

ïðè c3 = 1; c1 = �1:7; ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû ôëóêòóèðóþò, íî íå

ðàçðûâàþòñÿ. (c) Àìïëèòóäíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ïðè c3 = 1; c1 = �2;
îäèí äåôåêò, â êîòîðîì àìïëèòóäà îáíóëÿåòñÿ è ëèíèÿ ïîñòîÿííîé

ôàçû ðàçðûâàåòñÿ, îáâåäåí êðóæêîì.
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11.3.2 Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà êîëåáàòåëüíóþ ñðåäó

Èíòåðåñíàÿ, íî åùå íå ïîëíîñòüþ ðåøåííàÿ, çàäà÷à ñîñòîèò â ñèí-

õðîíèçàöèè êîëåáàòåëüíîé ñðåäû âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé. Â

÷àñòíîñòè, [Petrov et al. 1997] ïðîâåëè íåäàâíî ýêñïåðèìåíòû ñ

äâóìåðíîé êîëåáàòåëüíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé (ðåàêöèåé Áåëîó-

ñîâà�Æàáîòèíñêîãî). Ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîãî îñâåùåíèÿ îñóùå-

ñòâëÿëîñü ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ÷òî ïðèâîäèëî ê ðàçëè÷íûì

çàõâà÷åííûì è àñèíõðîííûì ðåæèìàì (ñì. òàêæå ðàçäåë 4.2.4). Ìû

êðàòêî èçëîæèì çäåñü ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ñëàáî

íåëèíåéíîé îäíîìåðíîé ñðåäû. Êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îïèñûâàåòñÿ

ÊÓÃË (11.15); ó÷åò äîïîëíèòåëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèíóñîèäàëüíîé

ñèëû ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ñðåäû, ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèþ

@a(x; t)

@t
= (1� i�)a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)r2

a� ie (11.19)

(ñð. ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèåì äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñèëîé

(7.43)). Çäåñü e � ýòî àìïëèòóäà ñèëû, à � � ðàññòðîéêà ÷àñòîò. Â ïðî-

ñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ñëó÷àå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî

ðåøåíèÿ a = constant ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ (7.43). Îòëè÷èå

ñîñòîèò â ñâîéñòâàõ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé: â ñðåäå ïðîñòðàíñòâåííî

íåîäíîðîäíûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò íàðàñòàòü, äàæå åñëè ìû íàõîäèìñÿ

â îáëàñòè óñòîé÷èâîé ñèíõðîíèçàöèè îäíîãî îñöèëëÿòîðà (óðàâíå-

íèå (7.43)). Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò áûòü íàðóøåíà

èç-çà ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè. Äðóãîé èíòåðåñíûé ìîìåíò

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, äàæå åñëè îäíîðîäíîå ñèíõðîíèçîâàííîå

ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî, òî îíî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì

àòòðàêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðèêëàäûâàåì

âíåøíþþ ñèëó ê ñîñòîÿíèþ ñ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè ôàçû èëè ê

ïëîñêîé âîëíå ñ íåíóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Ñèëà ñòðåìèòñÿ ïðè-

âåñòè ôàçó ê óñòîé÷èâîìó çíà÷åíèþ �0, íî âñå ôàçû �0+2�m òàêæå

óñòîé÷èâû. Ïîýòîìó ôàçîâûé ïðîôèëü áóäåò èìåòü âèä ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îáëàñòåé ïîñòîÿííîé ôàçû, ðàçäåëåííûõ �2�-ïåðåïàäàìè,
ñì. ðèñ. 11.4.

Ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû ýòè ïåðåïàäû ìîãóò áûòü

óñòîé÷èâû (îáû÷íî îíè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ), è êî-

ëåáàòåëüíàÿ ñðåäà íèêîãäà ïîëíîñòüþ íå ñèíõðîíèçóåòñÿ. Ïðè äðó-

ãèõ ïàðàìåòðàõ ïåðåïàä èñ÷åçàåò ñ îáðàçîâàíèåì äåôåêòà, êàê ïðè

àìïëèòóäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åñòü äâå âîçìîæ-

íîñòè. Ïåðåïàä ìîæåò ïîëíîñòüþ èñ÷åçíóòü, òàê ÷òî â êîíöå êîíöîâ

óñòàíîâèòñÿ ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ: ôàçû âñåõ òî÷åê îäèíàêîâû è
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çàõâà÷åíû âíåøíåé ñèëîé. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ

âîçìóùåíèÿ, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïåðåïàäà, ïðèâîäÿò

0
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x x

φφ
(a)

Ðèñ. 11.4. Îáðàçîâàíèå ïåðåïàäîâ èç íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ôàçû.

Óñòîé÷èâûå çíà÷åíèÿ ôàçû ïîêàçàíû ïóíêòèðîì. (a) Íà÷àëüíûé ïðî-

ôèëü. (b) Ïåðåïàäû ôîðìèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.
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Ðèñ. 11.5. Ðàçìíîæåíèå ïåðåïàäîâ â ÊÓÃË ñ âíåøíåé ñèëîé (11.19)

ïðè c3 = 1, c1 = 0, � = 1:1, e = 0:073. Ïîëå Re(a) ïîêàçàíî ãðàäàöèÿìè

ñåðîãî öâåòà. Ðåæèì èäåàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè (ò.å. Re(a) = constant)

óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì, íî îäèí íà÷àëüíûé ïå-

ðåïàä ðàçðóøàåò ýòîò ðåæèì, ïðèâîäÿ ê ïåðåìåæàþùåìóñÿ ñîñòîÿíèþ

ïîÿâëÿþùèõñÿ è èñ÷åçàþùèõ ïåðåïàäîâ.



Æ
��
��
��
��
��
k354 Ãëàâà 11. Ñèíõðîíèçàöèÿ â îñöèëëèðóþùèõ ñðåäàõ

ê äâóì íîâûì ïåðåïàäàì (ñì. äåòàëè â [Chat�e et al. 1999]). Òà-

êèì îáðàçîì ïåðåïàäû íà÷èíàþò ðàçìíîæàòüñÿ, îáû÷íî (â áîëüøèõ

ñèñòåìàõ) ïðèâîäÿ ê òóðáóëåíòíîñòè. Ýòîò ðåæèì ïåðåìåæàþùèé-

ñÿ: â îäíîì ìåñòå íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â òå÷åíèå äîëãîãî

èíòåðâàëà âðåìåíè, íî èíîãäà ïåðåïàä ñîçäàåò 2�-ïðîñêîê ôàçû.

Ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííàÿ äèíàìèêà ïîêàçàíà íà ðèñ. 11.5.

11.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Îäíîìåðíûå öåïî÷êè ðàçëè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ ïîäðîáíî èññëåäîâà-

ëèñü ÷èñëåííî: ôàçîâûå îñöèëëÿòîðû [Ermentrout and Kopell 1984;

Kopell and Ermentrout 1986; Sakaguchi et al. 1988a; Rogers and Wille

1996; Zheng et al. 1998; Ren and Ermentrout 2000], ñëàáî íåëèíåéíûå

îñöèëëÿòîðû [Ermentrout 1985], ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

[Afraimovich et al. 1994; de Sousa Vieira et al. 1994], äæîçåôñîíîâñêèå

êîíòàêòû [Braiman et al. 1995], ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû [Corral

et al. 1995b,a; Herz and Hopfield 1995; Hopfield and Herz 1995; Drossel

1996; Mousseau 1996; D��az-Guilera et al. 1998], õàîòè÷åñêèå [Osipov

et al. 1997] è âîçáóæäàåìûå øóìîì [Neiman et al. 1999b] îñöèëëÿòî-

ðû. Ðåçóëüòàòû äëÿ äâóìåðíûõ öåïî÷åê ìîæíî íàéòè â [Sakaguchi

et al. 1988a; Aoyagi and Kuramoto 1991; Blasius et al. 1999].

Êîëåáàòåëüíûå ñðåäû èññëåäîâàëèñü ïîäðîáíî, íî òîëüêî â íåêî-

òîðûõ ðàáîòàõ óïîð äåëàëñÿ íà ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè. Ñèíõðîíè-

çàöèÿ âíåøíåé ñèëîé èññëåäîâàëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â [Petrov et al.

1997], ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

ðàññìàòðèâàëîñü â [Coullet and Emilsson 1992b,a; Schrader et al. 1995;

Chat�e et al. 1999; Elphick et al. 1999]. Junge and Parlitz [2000] èññëåäî-

âàëè ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà�

Ëàíäàó.
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Ýôôåêò âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ,

îïèñàííûé â ãëàâå 8, ìîæåò áûòü îáîáùåí íà áîëåå ñëîæíûå ñëó-

÷àè. Îäíà ñèòóàöèÿ áûëà îïèñàíà â ãëàâå 11, ãäå ìû ðàññìàòðèâàëè

ðåøåòêè îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. ×àñòî

îñöèëëÿòîðû íå îáðàçóþò ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè; áîëåå òîãî, îíè ìîãóò

âçàèìîäåéñòâîâàòü íå òîëüêî ñ ñîñåäÿìè, íî è ñî ìíîãèìè äðóãèìè

îñöèëëÿòîðàìè. Èññëåäîâàíèÿ òðåõ è ÷åòûðåõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿ-

çàííûõ êàæäûé ñ êàæäûì, äàþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ, ïðàêòè÷åñêè

íåèñ÷åðïàåìóþ êàðòèíó (ñì., ê ïðèìåðó, [Tass and Haken 1996; Tass

1997]). Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, åñëè âçàèìîäåéñòâèå îäíîðîäíî, ò.å.

âñå ïàðû îñöèëëÿòîðîâ ñâÿçàíû îäèíàêîâî. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî

îñöèëëÿòîðîâ âåëèêî, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé

ïðåäåë, ãäå ÷èñëî ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå, êîãäà îñöèëëÿòîðû íå óïîðÿäî÷åíû â ïðîñòðàíñòâå,

îáû÷íî ãîâîðÿò îá àíñàìáëå (ïîïóëÿöèè) ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ïðè ýòîì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãèÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè-

êîé, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè âûãëÿäèò

êàê íåðàâíîâåñíûé ôàçîâûé ïåðåõîä â àíñàìáëå.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà Êóðàìîòî â àíñàìáëå ôàçîâûõ

îñöèëëÿòîðîâ. Äàëåå, ìû ðàññìîòðèì àíñàìáëü çàøóìëåííûõ ñè-

ñòåì. Ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ îñíîâíîé ìîäåëè (â ÷àñòíîñòè, àíñàìáëè

õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ) ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 12.3.
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12.1 Ïåðåõîä Êóðàìîòî

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì, ñëåäóÿ Êóðàìîòî [Kuramoto

1984], ïðîñòóþ ìîäåëü N âçàèìíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, èìåþ-

ùèõ ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû !
k
. Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè, ñõîäíûìè ñ (8.5):

d�
k

dt
= !

k
+

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.1)

Ïàðàìåòð " çäåñü îïðåäåëÿåò ñèëó ñâÿçè. Ñèëà ñâÿçè ìåæäó êàæäîé

ïàðîé âûáðàíà ïðîïîðöèîíàëüíîé N
�1: òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìû

ïîëó÷àåì íåçàâèñèìûå îò N ðåçóëüòàòû â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðå-

äåëå N ! 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ îñöèëëÿòî-

ðàìè íå çàâèñèò îò N , òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé îñöèëëÿ-

òîð, ðàñòåò ñ ðàçìåðîì àíñàìáëÿ è â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçà-

öèè âñåõ ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ

!
k
ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûìè â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, è ïðè

N ! 1 ìû ìîæåì îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè

g(!).1 Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî ïî

îòíîøåíèþ ê åäèíñòâåííîìó ìàêñèìóìó íà ÷àñòîòå �!. Â óðàâíåíèÿõ

(12.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâÿçü èìååò ïðîñòåéøèé ñèíóñîèäàëüíèé

âèä; íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 12.3.

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü âîçìîæíîå âîçíèêíîâåíèå âçàèìíîé ñèí-

õðîíèçàöèè, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12.1) â áîëåå óäîáíîì äëÿ àíàëèçà

âèäå. Ââåäåì êîìïëåêñíîå ñðåäíåå ïîëå àíñàìáëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

Z = X + iY = Ke
i� =

1

N

NX
k=1

e
i�k : (12.2)

Ñðåäíåå ïîëå èìååò àìïëèòóäó K è ôàçó �:

K cos� =
1

N

NX
k=1

cos�
k
; K sin� =

1

N

NX
k=1

sin�
k
: (12.3)

Ñðåäíåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì âîçíèêíîâåíèÿ êîãåðåíòíîñòè

çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå ÷àñòî-

òû ðàçëè÷íû, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôàçû �
k
ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëå [0; 2�), è ñðåäíåå ïîëå íå âîçíèêàåò. Íà-

îáîðîò, åñëè íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû â àíñàìáëå ñèíõðîíèçóþòñÿ íà

1 Ìû îïóñêàåì íèæíèé èíäåêñ ó ! â àðãóìåíòå ðàñïðåäåëåíèÿ.
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íåêîé ÷àñòîòå, òî èõ êîëåáàíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ êîãåðåíòíûì îáðàçîì

è âîçíèêàåò íåíóëåâîå ñðåäíåå ïîëå. Î÷åâèäíà àíàëîãèÿ ñ ôåððî-

ìàãíèòíûì ôàçîâûì ïåðåõîäîì, ãäå ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå âîçíè-

êàåò áëàãîäàðÿ êîððåëÿöèè â îðèåíòàöèè ýëåìåíòàðíûõ ìàãíèòíûõ

ìîìåíòîâ (ñïèíîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ñðåäíåãî ïîëÿ (12.2)

ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

ïðè îïèñàíèè ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè.

Îñíîâíàÿ ìîäåëü (12.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå ñèñòåìû

îñöèëëÿòîðîâ ïîä âîçäåéñòâèåì ñðåäíåãî ïîëÿ:

d�
k

dt
= !

k
+ "K sin(�� �

k
): (12.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîå ñðåäíåå ïîëå îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà êàæäûé îñöèëëÿòîð, òàêæå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîãå-

ðåíòíîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (12.1). Â ýòîì

ñëó÷àå êàæäûé ýëåìåíò àíñàìáëÿ îñöèëëèðóåò íà ñâîåé ñîáñòâåííîé

÷àñòîòå !
k
. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ÷àñòîòû ðàçëè÷íû, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ôàçû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [0; 2�), è ñðåäíåå

ïîëå ðàâíî íóëþ â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.2) è (12.3). Ìåíåå òðèâè-

àëüíî ñîñòîÿíèå ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì ïîëåì. Åñëè îíî ïåðèîäè÷íî

(K = constant, � = !t), òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (12.4) ýêâèâàëåíòíî

ôàçîâîìó óðàâíåíèþ îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé

ñèëû (óðàâíåíèå (7.20)). Ìû âèäèì, ÷òî ñðåäíåå ïîëå äåéñòâóåò íà

êàæäûé îñöèëëÿòîð êàê âíåøíÿÿ ñèëà, êîòîðàÿ, â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðîâ èëè ìîæåò, èëè íå ìîæåò çàõâàòèòü åãî ÷àñòîòó.

Âîçíèêíîâåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü îáüÿñíåíî êàê ñàìîñî-

ãëàñîâàííûé ïðîöåññ: íåíóëåâîå ñðåäíåå ïîëå çàõâàòûâàåò, ïî êðàé-

íåé ìåðå, íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû, òàê ÷òî îíè ñòàíîâÿòñÿ êîãå-

ðåíòíûìè, è ýòà êîãåðåíòíàÿ ãðóïïà ãåíåðèðóåò íåíóëåâîé âêëàä â

ñðåäíåå ïîëå. Íèæå ìû èçëîæèì ýòè àðãóìåíòû ìàòåìàòè÷åñêè.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èç-çà ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ

g(!), ñðåäíåå ïîëå áóäåò îñöèëëèðîâàòü íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå �!

(â ïðèíöèïå, ìû ìîæåì âûáðàòü â íà÷àëå ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòîòó,

à çàòåì ïîëó÷èòü �! èç óñëîâèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè; ó÷èòûâàÿ æå

ñèììåòðèþ, ìû ïðîñòî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �! åñòü ÷àñòîòà ñðåäíåãî

ïîëÿ; âïîñëåäñòâèè ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòîòà äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì). Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûâåñòè

óñëîâèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè, ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðå-

õîäîâ âòîðîãî ðîäà. Èòàê, ïîäñòàâèì

� = �!t; K = constant;  
k
= �

k
� �!t;

è ïîëó÷èì
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d 
k

dt
= !

k
� �! � "K sin 

k
: (12.5)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ (7.24) è ìîæåò èìåòü êàê ñèíõðîííîå, òàê

è àñèíõðîííîå ðåøåíèå.

(i) Ñèíõðîííîå ðåøåíèå

 
k
= sin�1

!
k
� �!

"K
(12.6)

ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà k-ãî îñöèëëÿ-

òîðà áëèçêà ê �!: j!
k
� �!j � "K. Ñîîòâåòñòâóþùèå îñöèëëÿòîðû

çàõâà÷åíû ñðåäíèì ïîëåì.

(ii) Àñèíõðîííîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì ôàçà  
k
âðàùàåòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (12.5), ñóùåñòâóåò, åñëè j!
k
� �!j > "K. Â

àñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè ôàçû ðàñïðåäåëåíû íåðàâíîìåðíî, ÷òî

áóäåò ó÷òåíî â äàëüíåéøåì.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âêëàä â ñðåäíåå ïîëå

ñîîòâåòñòâåííî îò ãðóïï ñèíõðîíèçîâàííûõ è íåñèíõðîíèçîâàííûõ

ýëåìåíòîâ. ×òîáû âû÷èñëèòü (12.3) â ïðåäåëå N ! 1, íàì íåîá-

õîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ôàç n( ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ

äâóìÿ âîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè ìû ïðåäñòàâèì ýòî ðàñïðåäåëåíèå â

âèäå ñóììû ñèíõðîííîé ns( ) è àñèíõðîííîé nas( ) êîìïîíåíò.

Äëÿ îñöèëëÿòîðîâ, çàõâà÷åííûõ ñðåäíèì ïîëåì, ðàçíîñòü ôàç  

íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (12.6), òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ns( ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

ns( ) = g(!)

����d!d 
���� = "Kg(�! + "K sin ) cos ; �

�

2
�  �

�

2
: (12.7)

Äëÿ íåçàõâà÷åííûõ ñðåäíèì ïîëåì îñöèëëÿòîðîâ ðàçíîñòü ôàç âðà-

ùàåòñÿ, íî äëÿ êàæäîãî !
k
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ðàç-

íîñòè ôàç íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (12.5). Òàê êàê ðàçíîñòü

ôàç âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî âî âðåìåíè, òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü

çíà÷åíèå  îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â ýòîò ìî-

ìåíò j _ j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî !
k
ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè

ôàç

P ( ; !) �
1

j _ j
:

Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèå ñêîðîñòè èç (12.5) è íîðìàëèçîâàâ, ïîëó-

÷èì
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P ( ; !) =

 
j! � �! � "K sin j

Z 2�

0

d 

j! � �! � "K sin j

!�1

=

p
(! � �!)2 � "2K2

2�j! � �! � "K sin j
: (12.8)

Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ g(!), ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ôàç äëÿ àñèíõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ:

nas( ) =

Z
j!��!j>"K

g(!)P ( ; !) d!

=

Z 1

�!+"K

g(!)
p
(! � �!)2 � "2K2

2�(! � �! � "K sin )
d!

+

Z �!�"K

�1

g(!)
p
(! � �!)2 � "2K2

2�(�! + �! + "K sin )
d!:

Îáîçíà÷àÿ ! � �! = x è èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-

ñòîò g(�! + x) = g(�! � x), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â áîëåå

êîìïàêòíîì âèäå

nas( ) =

Z 1

"K

g(�! + x)x
p
x2 � "2K2

�[x2 � "2K2 sin2  ]
dx: (12.9)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèé ns è nas çàïèøåì ñàìîñîãëàñî-

âàííîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ

Ke
i�!t =

Z
�

��

e
i +i�!t [ns( ) + nas( )] d : (12.10)

Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.9), àñèíõðîííàÿ

êîìïîíåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ nas( ) èìååò ïåðèîä � ïî  , òàê ÷òî îíà

íå âíîñèò âêëàä â èíòåãðàë (12.10). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äâà

äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèÿ (äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè (12.10)):

K = "K

Z
�=2

��=2

cos2  � g(�! + "K sin ) d ; (12.11)

0 = "K

Z
�=2

��=2

cos sin � g(�! + "K sin ) d : (12.12)

Óðàâíåíèå (12.12) îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó, è ìû âèäèì, ÷òî �! áûëî ïðà-

âèëüíûì âûáîðîì: ýòî óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ñèì-

ìåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò. Îñòàåòñÿ óðàâíåíèå (12.11), êîòîðîå

îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó K ñðåäíåãî ïîëÿ. Îíî ìîæåò áûòü ðåøåíî

àíàëèòè÷åñêè òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ g(!).
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Â êà÷åñòâå òî÷íî ðàçðåøèìîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëå-

íèå Ëîðåíöà

g(!) =


�[(! � �!)2 + 2]
: (12.13)

Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë â (12.11) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

àíàëèòè÷åñêè. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷àåì àì-

ïëèòóäó êîãåðåíòíîãî ðåøåíèÿ:

K =

r
1�

2

"
: (12.14)

Íåòðèâèàëüíîå ñðåäíåå ïîëå ñóùåñòâóåò, åñëè ñèëà ñâÿçè ïðåâûøàåò

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå "c = 2. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè íàïîìèíàåò

ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà è õàðàêòåðèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèì èí-

äåêñîì 1=2: K � ("� "c)
1=2. Ýòî òàêæå ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå

ðàñïðåäåëåíèÿ g(!) ñ îäíèì ìàêñèìóìîì. Òàê êàê äëÿ ìàëûõ K

ñèíõðîíèçóþòñÿ òîëüêî îñöèëëÿòîðû ñ ! �= �!, òî òîëüêî ëîêàëüíûå

ñâîéñòâà ôóíêöèè g â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà âàæíû âáëèçè ïîðîãà

ñèíõðîíèçàöèè. Èç óðàâíåíèÿ (12.11) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ìàëûõ

K òîëüêî îêðåñòíîñòü �! âíîñèò âêëàä â ñðåäíåå ïîëå. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåäïîëàãàÿ K ìàëûì è ðàñêëàäûâàÿ g(�!+ "K sin ) â (12.11) â ðÿä

Òåéëîðà

g(�! + "K sin ) � g(�!) +
g
00

2
"
2
K

2 sin2  ;

ïîëó÷èì ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (12.11)

"c =
2

�g(�!)
; K

2 �
8g(�!)

jg00j"3
("� "c): (12.15)

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ ïðîèëëþñòðèðî-

âàí ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ðèñ. 12.1.

12.2 Îñöèëëÿòîðû ñ øóìîì

Òåïåðü ðàññìîòðèì àíñàìáëü èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðèñóò-

ñòâèè âíåøíåãî øóìà. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ñèëû, âîçìóùàþùèå

êàæäûé îñöèëëÿòîð, ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêî-

âûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîì àíñàìáëå íàáëþäàåìûå

÷àñòîòû âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíû, íî, èç-çà øóìà, îñöèëëÿòîðû ìîãóò

èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå ôàçû. Ñèíõðîíèçàöèÿ îçíà÷àåò íàëè÷èå

êîãåðåíòíîñòè â àíñàìáëå, ÷òî âèäíî ïî íåíóëåâîìó ñðåäíåìó ïîëþ.
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Îñíîâíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ

óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà ñî ñëó÷àéíûìè ñèëàìè �
i
(t):

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
) + �

k
(t): (12.16)

×àñòîòû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ ðàâíû, ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè â ðàññìî-

òðåíèå ôàçû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

 
k
= �

k
� !0t ;

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

d 
k

dt
=

"

N

NX
j=1

sin( 
j
�  

k
) + �

k
(t): (12.17)
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Ðèñ. 12.1. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 500 ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñû-

âàåìûõ óðàâíåíèåì (12.1). Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

Ëîðåíöà (12.13) ñ  = 0:5 è �! = 0; êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû ñâÿçè

"c = 1. (a) Äîêðèòè÷íàÿ ñèëà ñâÿçè " = 0:7. Îñöèëëÿòîðû íå ñèíõðî-

íèçîâàíû, ñðåäíåå ïîëå ôëóêòóèðóåò âîêðóã íóëÿ (èç-çà êîíå÷íîñòè

ðàçìåðà àíñàìáëÿ). (b) Ñâÿçü, áëèçêàÿ ê êðèòè÷åñêîé " = 1:01. Ìàëàÿ

÷àñòü àíñàìáëÿ (ýëåìåíòû, ÷àñòîòû êîòîðûõ áëèçêè ê öåíòðàëüíîé

÷àñòîòå) ñèíõðîííà. Íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû 
k = h _�ki ýòèõ ýëåìåíòîâ
îäèíàêîâû. (c) " = 1:2, áîëüøàÿ ÷àñòü àíñàìáëÿ ñèíõðîííà, ñðåäíåå

ïîëå âåëèêî. Àìïëèòóäà ñðåäíåãî ïîëÿ K � 0:1 äëÿ (b) è K � 0:41 äëÿ

(c), ÷òî íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (12.14).
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Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå ÷ëåíû èìåþò ãàóññîâ-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, Æ-êîððåëèðîâàíû âî âðåìåíè

è íåçàâèñèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ:

h�
n
i = 0; h�m(t)�n(t0)i = 2�2Æ(t� t

0)Æ
mn
:

Îïèøåì êà÷åñòâåííî âîçìîæíûå ýôôåêòû. Åñòü äâà ôàêòîðà,

âëèÿþùèå íà ôàçû. Øóì ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü ðàñïðåäåëåíèå ôàç

â àíñàìáëå ðàâíîìåðíûì, è òåì ñàìûì óìåíüøàåò ñðåäíåå ïîëå.

Âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïðèòÿæåíèþ ôàç, ò.å. ê òåíäåíöèè ê

îáðàçîâàíèþ êëàñòåðà, à ñëåäîâàòåëüíî è ê ïîÿâëåíèþ íåíóëåâîãî

ñðåäíåãî ïîëÿ. Ïðè "=�2 ! 0 âëèÿíèå øóìà ñèëüíåå, è òåíäåíöèÿ ê

îòñóòñòâèþ êîãåðåíòíîñòè ïîáåæäàåò, â òî âðåìÿ êàê ïðè "=�2 !1
ïðåîáëàäàåò âçàèìîäåéñòâèå è çíà÷åíèÿ ôàç óðàâíèâàþòñÿ. Ìîæíî

îæèäàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñèëû ñâÿçè "c

ìû áóäåì íàáëþäàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè.

Ïî àíàëîãèè ñ (12.2) ââåäåì ñðåäíåå ïîëå

Z = X + iY =
1

N

NX
k=1

e
i k (12.18)

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12.17) â âèäå

d 
k

dt
= "(�X sin 

k
+ Y cos 

k
) + �

k
(t): (12.19)

Öåëü òåîðèè � íàïèñàòü ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ôàç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå ïîëå Z åñòü ìåäëåííàÿ (ïî

ñðàâíåíèþ ñ øóìîì) ôóíêöèÿ âðåìåíè, è, ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâ-

íåíèè Ëàíæåâåíà îíî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå äåòåðìè-

íèðîâàííîãî ÷ëåíà. Òîãäà (12.19) ñòàíîâèòñÿ àíàëîãè÷íûì ëàíæå-

âåíîâñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ îòäåëüíîãî îñöèëëÿòîðà ñ øóìîì (ñì.

(9.7)). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç èìååò âèä

@P ( ; t)

@t
= "

@

@ 
[(X sin � Y cos )P ] + �

2@
2
P

@ 2
: (12.20)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë N ! 1. Â ýòîì

ïðåäåëå óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ (12.18) ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñðåä-

íåíèåì ïî ðàñïðåäåëåíèþ P ( ; t):

Z = X + iY =

Z 2�

0

d P ( ; t) ei : (12.21)
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Óðàâíåíèÿ (12.20) è (12.21) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêîí÷àòåëüíóþ ñà-

ìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ è ñðåäíåãî ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåëèíåéíà,

ò.ê. ÷ëåíû X è Y â (12.20) çàâèñÿò îò P ( ; t) â ñîîòâåòñòâèè ñ

óðàâíåíèåì (12.21).

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðàçëîæèì ïëîòíîñòü

P â ðÿä Ôóðüå

P ( ; t) =
1

2�

X
l

P
l
(t)eil : (12.22)

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (12.21) ñðåäíåå ïîëå

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ïåðâîé ìîäû Z = X + iY =

P
�
1 = P�1 è, âñëåäñòâèå íîðìàëèçàöèè, àìïëèòóäà íóëåâîé ìîäû

ðàâíà åäèíèöå, P0 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (12.22) â (12.20) è ðàçäåëÿÿ

Ôóðüå-êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dP
l

dt
= ��2l2P

l
+
l"

2
(P

l�1P1 � P
l+1P

�
1 ): (12.23)

Çàïèøåì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ

_P1 =
"

2
(P1 � P2P

�
1 )� �

2
P1; (12.24)

_P2 = "(P 2
1 � P3P

�
1 )� 4�2P2; (12.25)

_P3 =
3"

2
(P2P1 � P4P

�
1 )� 9�2P3: (12.26)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç, ïðè êîòîðîì âñå

Ôóðüå�ìîäû (çà èñêëþ÷åíèåì P0) èñ÷åçàþò, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ âîêðóã ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ìû âèäèì,

÷òî òîëüêî ïåðâàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâîé: îíà

óñòîé÷èâà ïðè " < 2�2 è íåóñòîé÷èâà, åñëè " > 2�2. Ýòî â òî÷íîñòè

ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ñèëû ñâÿçè, à íåóñòîé÷èâàÿ

ìîäà � ýòî è åñòü ñðåäíåå ïîëå, P1 = Z
�. ×òîáû ïîëó÷èòü ñòà-

öèîíàðíîå ðåøåíèå çà ïîðîãîì íåóñòîé÷èâîñòè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü

íåëèíåéíûå ÷ëåíû. Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî âáëèçè ïîðîãà " � 2�2

âòîðàÿ ìîäà çàòóõàåò äîâîëüíî áûñòðî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì

âðåìåíåì íåóñòîé÷èâîñòè (ò.å. j"�2�2j � �
2). Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì

îöåíèòü jP2j � jP1j2 (èç (12.25)) è jP3j � jP1j3 (èç (12.26)). Òàêèì

îáðàçîì, ïîäñòàíîâêà _P2 � 0; P3 � 0 ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëè-

æåíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü P2 ÷åðåç P1 àëãåáðàè÷åñêè è

ïîëó÷èòü
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_Z =
�
"

2
� �2

�
Z �

"
2

8�2
jZj2Z: (12.27)

Ýòî óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ áèôóðêàöèè Õîïôà (â òåîðèè

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-

åì Ëàíäàó-Ñòþàðòà) îïèñûâàåò âîçíèêíîâåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî

ñðåäíåãî ïîëÿ â àíñàìáëå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì. Åãî

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå åñòü

jZj2 = ("� 2�2)
4�2

"2
: (12.28)

Âáëèçè ïåðåõîäà ñðåäíåå ïîëå ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíî-

ìó êîðíþ èç íàäêðèòè÷íîñòè. Ýòî ñâîéñòâî àíñàìáëÿ çàøóìëåííûõ

îñöèëëÿòîðîâ åùå ðàç èëëþñòðèðóåò àíàëîãèþ ñ òåîðèåé ôàçîâûõ

ïåðåõîäîâ. Ôàçà ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé; â òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îíà ïîñòîÿííà (âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå

êîîðäèíàò).

12.3 Îáîáùåíèÿ

Ìû îïèñàëè äâå îñíîâíûõ ïðè÷èíû îòñóòñòâèÿ êîãåðåíòíîñòè â áîëü-

øîì àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ: ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è

âíåøíèé øóì. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò ñìåæ-

íûå ïðîáëåìû, ãäå, íàïðèìåð, ïðèñóòñòâóþò îáà ýòèõ ôàêòîðà. Â

ýòîì ðàçäåëå ìû äàåì îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

12.3.1 Ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ôàçîâîì
ïðèáëèæåíèè

Øóì è ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëåé, îïèñàííûõ â ðàçäåëàõ 12.1 è

12.2, ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ îñíîâíûõ ïðè÷èí áåñïîðÿäêà: âíåø-

íåãî øóìà è ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ÷òî ïðèâîäèò ê

ìîäåëè:

d�
k

dt
= !

k
+ �

k
(t) +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.29)

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà òåïåðü çàâèñèò

òàêæå è îò ÷àñòîòû !: P (�; !; t). Ñðåäíåå ïîëå ìîæåò áûòü îïðåäå-

ëåíî ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ôàç è ÷àñòîò:
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Ke
i� =

Z 2�

0

d�

Z 1

�1

d! e
i�

P (�; !; t)g(!): (12.30)

Ñðåäíåå ïîëå îïðåäåëÿåò äèíàìèêó îñöèëëÿòîðà, òàê ÷òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

@P

@t
= �

@

@�
[(! + "K sin(�� �))P ] + �

2 @
2
P

@�2
: (12.31)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12.30) è (12.31) äàåò ñàìîñîãëàñîâàííîå îïèñà-

íèå ïðîáëåìû. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ìàëîé ñâÿçè " íåêîãåðåíòíîå

ñîñòîÿíèå P (�; !) = 1=2�; K = 0 óñòîé÷èâî. Ïðè óâåëè÷åíèè ñâÿçè

íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê ñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì

ïîëåì. Õàðàêòåð ïåðåõîäà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ôîðìû ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ g(!) � ýòî ìîæåò áûòü ìÿãêàÿ (çàêðèòè÷åñêàÿ) áè-

ôóðêàöèÿ, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 12.2, èëè æåñòêàÿ (äîêðèòè÷åñêàÿ)

(ñì. Bonilla et al. [1992]; Acebr�on et al. [1998]).

Ãèñòåðåçèñíûé ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

Äðóãîå âîçìîæíîå îáîáùåíèå ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè èíåðöèîííîé

ôàçîâîé äèíàìèêè. Ïðè ýòîì âìåñòî (12.29) çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé Ëaíæåâåíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ

m
d
2
�
k

dt2
+
d�

k

dt
= !

k
+ �

k
(t) +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.32)

Ïåðåõîä ìåæäó àñèíõðîííûì è ñèíõðîííûì ñîñòîÿíèåì äåìîíñòðè-

ðóåò â ýòîì ñëó÷àå ãèñòåðåçèñ [Tanaka et al. 1997a,b; Hong et al.

1999c]. Íàëè÷èå ãèñòåðåçèñà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ áèñòàáèëü-

íîñòüþ îäèíî÷íîãî ðîòàòîðà ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè: â ñèñòåìå

m
d
2	

dt2
+
d	

dt
+ a sin	 = I

â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå êðóòÿùåãî ìîìåíòà I ñîñóùåñòâóþò äâà

óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ: âðàùåíèå è ñîñòîÿíèå ïîêîÿ.

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè: êëàñòåðû

Â ðàçäåëàõ 12.1 è 12.2 ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî ïðîñòåéøàÿ ïðèòÿ-

ãèâàþùàÿ ñâÿçü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñèíóñó îò ðàçíîñòè ôàç.2 Çäåñü

2 Ñâÿçü, îïèñûâàåìàÿ ñèíóñîì, ìîæåò áûòü òàêæå îáîáùåíà íà ñëó÷àé

íåêîòîðîãî ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñäâèãà ôàç ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè; ìû

îáñóäèì ýòîò ñëó÷àé ïðè ðàññìîòðåíèè ñâÿçàííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîí-

òàêòîâ, ñì. íèæå óðàâíåíèå (12.43).
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ìû ïîêàæåì, ÷òî áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìà ñâÿçè ìîæåò ïðèâåñòè ê

äàëüíåéøåìó óñëîæíåíèþ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè. Okuda [1993] ïî-

êàçàë, ÷òî, åñëè ñâÿçü ìåæäó èäåíòè÷íûìè (ò.å. èìåþùèìè îäèíà-

êîâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû) ôàçîâûìè îñöèëëÿòîðàìè îïèñûâàåòñÿ

íåêîåé îáîáùåííîé ôóíêöèåé ñâÿçè q(�), òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê

îáðàçîâàíèþ íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ. Ó îñöèëëÿòîðîâ, ôîðìèðóþùèõ

êëàñòåð, ôàçà îäíà è òà æå; ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàñòåðàìè ñóùå-

ñòâóåò ïîñòîÿííûé ñäâèã ïî ôàçå. Ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

q(�
j
� �

k
): (12.33)

Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè q(�) = q(� + 2�) ñîäåðæèò

âûñøèå ãàðìîíèêè, òî ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ ôîðìèðîâàíèå êëàñòåðîâ (ðèñ. 12.2).

Îáùèé ñëó÷àé ôóíêöèè ñâÿçè: ôóíêöèÿ ïîðÿäêà è øóì

Äàèäî [Daido 1992a, 1993a, 1995, 1996] ââåë êîíöåïöèþ ôóíêöèè

ïîðÿäêà (order function) äëÿ îïèñàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ òèïà (12.33) ñ
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Ðèñ. 12.2. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 100 ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïè-

ñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (12.33) ñ q(�) = �c�1 tan�1[(c sin �)=(1� c cos�)]

äëÿ c = �0:7 è " = 1. Àíñàìáëü ýâîëþöèîíèðóåò ê ñîñòîÿíèþ ñ

òðåìÿ êëàñòåðàìè, ïîêàçàííûìè ñòðîáîñêîïè÷åñêè â ìîìåíòû âðåìåíè

n2�=!0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ïîïàëà â ýòî ñîñòîÿíèå, íåîáõîäèìî

âûáðàòü ïîäõîäÿùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñèñòåìà ìóëüòèñòàáèëüíà, è

â íåé ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå ñèíõðîííûå ðåæèìû.
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ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

d�
k

dt
= !

k
+

"

N

NX
j=1

q(�
j
� �

k
): (12.34)

Ôóíêöèÿ ñâÿçè q ìîæåò áûòü â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì

Ôóðüå

q(�) =
X
l

q
l
e
i2�l�

:

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôàçû âñåõ ñèíõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ âðàùàþòñÿ ñ

÷àñòîòîé �!, ââåäåì îáîáùåííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà

Z
l
=

1

N

NX
k=1

e
i2�l(�k��!t)

è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

d�
k

dt
= !

k
� "H(�

k
� �!t);

ãäå

H( ) = �
X
l

q
l
Z
l
e
�i2�l 

:

Ôóíêöèÿ H åñòü ñðåäíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé îñöèëëÿòîð;

îíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîðÿäêà. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñðåä-

íåãî ïîëÿ, èñïîëüçîâàííîãî Êóðàìîòî â àíàëèçå åãî ìîäåëè (12.1).

Íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà óêàçûâàåò íà ñèíõðîíèçàöèþ â àíñàì-

áëå. Äàèäî ïîêàçàë àíàëèòè÷åñêè, ÷òî âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè

íîðìà ôóíêöèè ïîðÿäêà ïðîïîðöèîíàëüíà áèôóðêàöèîííîìó ïàðà-

ìåòðó (à íå êîðíþ êâàäðàòíîìó èç íåãî, êàê â óðàâíåíèè (12.15)):

kHk � "� "c:

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êîðíåâîé çàêîí (12.15), ïîëó÷åííûé

Êóðàìîòî äëÿ åãî ìîäåëè (12.1) íå ñïðàâåäëèâ â ñëó÷àå ôóíêöèè

ñâÿçè îáùåãî âèäà. Crawford [1995], âêëþ÷èâøèé âíåøíèé øóì â

ðàññìîòðåíèå ìîäåëè (12.34), ïðèøåë ê òàêîìó æå âûâîäó. Åãî îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àìïëèòóäà l-îé Ôóðüå�ìîäû

P
l
ðàñïðåäåëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ó ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, èìååò âèä

jP
l
j �

p
("� "c)("� "c + l2�2):

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèñóòñòâèè øóìà (� 6= 0) àìïëèòóäû P
l
, êîòîðûå

èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ðàñòóò ïðîïîðöèîíàëüíî
p
"� "c,

íî ïðè èñ÷åçàþùå ìàëîì øóìå (� = 0) ðàñòóò ìåäëåííåå, ïðîïîðöè-

îíàëüíî ("� "c), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè Äàèäî.
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12.3.2 Ãëîáàëüíî ñâÿçàííûå ñëàáîíåëèíåéíûå
îñöèëëÿòîðû

Àíñàìáëü ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ñëàáîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ìî-

äåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (ñð. ñ (8.12) è (11.14))

dA
k

dt
= (�+ i!

k
)A

k
� ( + i�)jA

k
j2A

k
+
� + iÆ

N

NX
j=1

(A
j
�A

k
): (12.35)

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � ýòî èçîõðîííûå îñöèëëÿòîðû (� = 0) ñ äèñ-

ñèïàòèâíîé ñâÿçüþ (Æ = 0), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ ôàç.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â òàêîì àíñàìáëå àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó

â àíñàìáëå ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ (ïîäðîáíåé ñì. â [Matthews and

Strogatz 1990; Matthews et al. 1991]), ïîýòîìó çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ

òîëüêî íà òåõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå íå ïðîÿâëÿþòñÿ â ôàçîâîì ïðè-

áëèæåíèè.

Ãàøåíèå êîëåáàíèé (âûìèðàíèå)

Åñëè êîíñòàíòà ñâÿçè � è øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

!
k
âåëèêè, òî ñîñòîÿíèå ñ íóëåâîé àìïëèòóäîé A

k
= 0 ñòàáèëüíî.

Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàç ðàñïðå-

äåëåíèå øèðîêîå, òî ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû

è èõ âëèÿíèå íà äðóãèå îñöèëëÿòîðû îòíîñèòåëüíî ìàëî. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü â (12.35) âíîñèò äîïîëíèòåëüíîå çàòó-

õàíèå ��A
k
, êîòîðîå êîìïåíñèðóåò âîçðàñòàþùèé ÷ëåí �A

k
è äåëàåò

ñîñòîÿíèå A
k
= 0 óñòîé÷èâûì (ïîäðîáíîñòè ñì. â [Ermentrout 1990;

Mirollo and Strogatz 1990a]).

Êîëëåêòèâíûé õàîñ

Â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ñðåäíåå ïîëå Z = N
�1
P

N

1 Ak

äåìîíñòðèðóåò èððåãóëÿðíîå âî âðåìåíè ïîâåäåíèå. Matthews and

Strogatz [1990] íàáëþäàëè ýòî äëÿ äèññèïàòèâíî ñâÿçàííûõ èçîõðîí-

íûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò; ïîçæå â

ðàáîòàõ [Hakim and Rappel 1992] è [Nakagawa and Kuramoto 1993,

1995] áûëà îáíàðóæåíà è èññëåäîâàíà õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñðåä-

íåãî ïîëÿ â àíñàìáëå èäåíòè÷íûõ íåèçîõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

äèññèïàòèâíîé è ðåàêòèâíîé ñâÿçüþ.
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12.3.3 Câÿçàííûå ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû

Àíñàìáëè ñâÿçàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ÷àñòî èñïîëü-

çóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ áîëüøèõ ãðóïï íåéðîíîâ (ñì,

íàïðèìåð, [Hoppensteadt and Izhikevich 1997; Tass 1999]). Èíäèâèäó-

àëüíûé íåéðîí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îñöèëëÿòîð íàêîïëåíèå �

ñáðîñ îïèñàííûé â ðàçäåëå 8.3; îáû÷íî îäèí íåéðîí âîçäåéñòâóåò íà

ìíîæåñòâî äðóãèõ ÷åðåç ñèíàïñû. ×àñòî èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ãëî-

áàëüíî ñâÿçàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ áûëà ïðåäëîæåíà

Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöåì [Mirollo and Strogatz 1990b]; îíà ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì îáîáùåíèåì ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì íàêî-

ïëåíèå � ñáðîñ, ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 8.3.

Îñöèëëÿòîðû ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåíòè÷íûìè. Êàæäûé èç íèõ îïè-

ñûâàåòñÿ ïåðåìåííîé x
i
, êîòîðàÿ â ðåæèìå íàêîïëåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ

óðàâíåíèþ

dx
k

dt
= S � x

k
:

Êîãäà îñöèëëÿòîð äîñòèãàåò ïîðîãà x
k
= 1, îí ñòðåëÿåò: ïåðåìåí-

íàÿ x
k
ñáðàñûâàåòñÿ â íîëü. Ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå

x
j
; j 6= k ìãíîâåííî óâåëè÷èâàþòñÿ íà âåëè÷èíó "=N è ìîãóò òàêæå

äîñòè÷ü ïîðîãà.3 Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû ìîãóò âû-

ñòðåëèòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, îäíàêî,

÷òî îñöèëëÿòîð â ñîñòîÿíèè x = 0 (ò.å. íåìåäëåííî ïîñëå ñáðîñà)

íå ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ ñî ñòîðîíû äðóãèõ, òàê ÷òî ñîñòîÿíèå

x = 0 ÿâëÿåòñÿ àáñîðáèðóþùèì. Ýòî ñâîéñòâî ïðèâîäèò ê èäåàëüíîé

ñèíõðîíèçàöèè: åñëè äâà îñöèëëÿòîðà ñòðåëÿþò â îäèí è òîò æå

ìîìåíò âðåìåíè, òî â äàëüíåéøåì èõ ïîâåäåíèå èäåíòè÷íî. Â îáùåì

ñëó÷àå íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ñóùåñòâîâàíèÿ àñèíõðîííûõ ñîñòîÿíèé, íî

Ìèðîëëî è Ñòðîãàòö [Mirollo and Strogatz 1990b] äîêàçàëè, ÷òî ìíî-

æåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèíõðîííûì ðåøåíè-

ÿì, èìååò íóëåâóþ ìåðó. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà â

ïîïóëÿöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñ èäåàëüíûì ñîâïàäåíèåì ôàç,

ïðè êîòîðîì âñå îñöèëëÿòîðû ãåíåðèðóþò èìïóëüñû îäíîâðåìåííî.

Ýòè ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî N � 2. Ìû èëëþñòðèðóåì

ïåðåõîä îò èçíà÷àëüíî ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç ê èäåàëüíîìó

çàõâàòó ôàç â ìîäåëè Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöà íà ðèñ. 12.3.

3 Ìû îïÿòü íîðìàëèçóåì âåëè÷èíó ñèëû ñâÿçè íà ÷èñëî îñöèëëÿòîðîâ, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ðàçóìíûé ðåçóëüòàò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N !1.
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12.3.4 Ñâÿçàííûå êîíòàêòû Äæîçåôñîíà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî öåïî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ èäåí-

òè÷íûõ êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìà

ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ. Ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàðàëëåëü-

íîé íàãðóçêîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.4.

×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà

êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà (ñì. ðàçäåë 7.4 è [Barone and Paterno 1982;

Likharev 1991]). Êàæäûé êîíòàêò õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì 	
k
; ñâåðõ-

ïðîâîäÿùèé òîê îáîçíà÷åí êàê Ic sin	k
, è íàïðÿæåíèå íà êîíòàêòå

êàê V
k
= _	~=2e. Òîê ÷åðåç âñå êîíòàêòû îäèí è òîò æå, ïîýòîìó
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Ðèñ. 12.3. Äèíàìèêà ïîïóëÿöèè 100 ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ íàêîïëå-
íèå � ñáðîñ. Ìîäåëü îïèñàíà â òåêñòå, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû

S = 2,  = 1, " = 0:2. Ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà îñöèëëÿòîðû ñòðå-

ëÿþò, ïîêàçàíû òî÷êàìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îòñîðòèðîâàëè íàáîð

ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê âûãëÿäèò êàê ëèíèÿ (ïóñòü è

ëîìàíàÿ). Ìîæíî óâèäåòü, êàê ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå êëàñòåðîâ

èç îñöèëëÿòîðîâ ñ áëèçêèìè ôàçàìè.

I
J

R

r C L

Ðèñ. 12.4. Öåïî÷êà êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà J , ñâÿçàííûõ ÷åðåç ïàðàë-
ëåëüíóþ RLC-íàãðóçêó. �ìêîñòüþ êîíòàêòîâ ïðåíåáðåãàåòñÿ, ó÷èòû-

âàåòñÿ òîëüêî ñîïðîòèâëåíèå R, ïàðàëëåëüíîå êîíòàêòó; ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ìîäåëè ðåçèñòèâíî øóíòèðîâàííîãî êîíòàêòà Äæîçåôñîíà.
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ìîæíî çàïèñàòü

~

2eR

d	
k

dt
+ Ic sin	k

= I �
dQ

dt
; (12.36)

ãäå _Q � ýòî òîê ÷åðåç ïàðàëëåëüíóþ RLC-íàãðóçêó. Äîáàâëÿÿ óðàâ-

íåíèå äëÿ íàãðóçêè

L
d
2
Q

dt2
+ r

dQ

dt
+
Q

C
=

~

2e

NX
k=1

d	
k

dt
; (12.37)

ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îäèíî÷íûé êîíòàêò

Äæîçåôñîíà ýêâèâàëåíòåí ðîòàòîðó, è ñèñòåìà óðàâíåíèé (12.36)

è (12.37) åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ.

Ñâÿçü íå âîçíèêàåò íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ êàæäî-

ãî ðîòàòîðà, ïîòîìó ÷òî ¾ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ¿ Q èíåðöèîííà è

îïèñûâàåòñÿ îòäåëüíûì óðàâíåíèåì.

Ïðîäåìîíñòðèóåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [Wiesenfeld and Swift 1995], ÷òî

äëÿ ìàëîé ñâÿçè ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè Êóðàìîòî (ðàç-

äåë 12.1). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøîãî âíåøíåãî òîêà I. Â ýòîì

ñëó÷àå ñðåäíåå íàïðÿæåíèå íà âñåõ êîíòàêòàõ îòëè÷íî îò íóëÿ (âñå

ðîòàòîðû âðàùàþòñÿ), è ìû ìîæåì ââåñòè ôàçó â ñîîòâåòñòâèè ñ

íàøèì îïðåäåëåíèåì, êàê ïåðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äâèæåíèþ

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó (ñì. ðàçäåë 7.1).

Íåñâÿçàííûå ðîòàòîðû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (12.36) ñ _Q = 0,

è ïðåîáðàçîâàíèå ê ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ôàçå � ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå:

�
k
= 2 tan�1

"r
I � Ic

I + Ic
tan

�
	
k

2
+
�

4

�#
: (12.38)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò �
k
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(12.36) è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

I � Ic sin	 = (I2 � I
2
c )=(I � Ic cos�) ; (12.39)

êîòîðîå ñëåäóåò èç (12.38), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôàçû

d�
k

dt
= !0 � _Q

!0(I � Ic cos�k)

I2 � I2c
: (12.40)

Çäåñü !0 � ýòî ÷àñòîòà àâòîíîìíûõ âðàùåíèé 2eR
p
I2 � I2c =~.

Ïîêà ìû íå ñäåëàëè íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé è óðàâíåíèå (12.40)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Èñïîëüçóåì òåïåðü ìåòîä óñðåäíåíèÿ àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê îïèñàíî â ðàçäåëàõ 7.1 è 8.1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
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âñå ôàçû �
k
âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé !0: �k = !0t + �

0
k
.

RLC-íàãðóçêà ëèíåéíà, ïîýòîìó âêëàäû Q
k
îò ðàçëè÷íûõ êîíòàê-

òîâ â óðàâíåíèå (12.37) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçäåëüíî. Êàæäûé

êîíòàêò äåéñòâóåò íà íàãðóçêó êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà, êîòîðàÿ,

ïðàâäà, íå ñèíóñîèäàëüíà, à èìååò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó, òàê êàê

óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ 	 ïîëó÷åíà èç ëèíåéíî âðàùàþùèõñÿ ôàç �

ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (12.38). Òàêèì îáðàçîì,

ñèëà â óðàâíåíèè (12.37) èìååò ìíîãî ãàðìîíèê, è îòêëèê ëèíåéíîé

íàãðóçêè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óðàâíåíèÿ (12.37) äëÿ êàæäîé èç

íèõ:

Q
k
=

1X
n=0

Q
kn

cos(n�
k
� �

n
): (12.41)

Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ êîìïîíåíòó n = 1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ

Q
k1 ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè d	=dt â (12.37) â ñîîòâåòñòâèè ñ

(12.36) è âûðàæåíèÿ sin	 ÷åðåç � ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (12.39):

L �Q
k1 + (r +NR) _Q

k1 +
Q
k1

C
=

��
R

I
2 � I

2
c

I � Ic cos(!0t+ �
0
k
)

��

=RI
�1
c (I2 � I

2
c � I

p
I2 � I2c ) cos(!0t+ �

0
k
): (12.42)

Çäåñü hh�ii îçíà÷àåò âçÿòèå ïåðâîé ãàðìîíèêè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-

öèè. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (12.42) åñòü

Q
k1 = R

I
2 � I

2
c � I

p
I2 � I2c

Ic

p
(1=C � L!

2
0)
2 + (r +NR)2!20

cos(!0t+ �+ �
0
k
);

ãäå

cos� =
L!

2
0 � 1=Cp

(1=C � L!20)
2 + (r +NR)2!20

:

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå â (12.40) è îñðåäíèòü ïî

ïåðèîäó áûñòðûõ âðàùåíèé 2�=!0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôàçû

�
0
k
ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

âûñøèå ãàðìîíèêè n > 1 íå âíîñÿò âêëàä â óñðåäíåííîå óðàâíåíèå.

Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
� �); (12.43)

ãäå
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" = N
2eR2

I!0=~�R!
2
0p

(1=C � L!20)
2 + (r +NR)2!20

:

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ôàçîâîé ìîäåëüþ Êóðàìîòî

(12.1). Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå

èìååò íåñêîëüêî áîëåå îáùèé âèä. Óãîë � â ÷ëåíå, îïèñûâàþùåì

âçàèìîäåéñòâèå, çàâèñèò îò ñâîéñòâ íàãðóçêè. Åñëè � = 0, òî âçàè-

ìîäåéñòâèå ìåæäó êîíòàêòàìè ïðèòÿãèâàþùåå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ

� 6= 0 êàæäàÿ ïàðà êîíòàêòîâ ¾ïðåäïî÷èòàåò¿ èìåòü îïðåäåëåííûé

ôàçîâûé ñäâèã. Òåì íå ìåíåå, äàæå äëÿ � 6= 0 ìû ìîæåì èñêàòü

ñèíôàçíîå ðåøåíèå �1 = �2 = � � � = �
N
. Ýòî ðåøåíèå èìååò ÷à-

ñòîòó, îòëè÷íóþ îò !0, è óñòîé÷èâî, åñëè " cos� > 0 (ëèíåàðèçàöèÿ

(12.43) ïðèâîäèò ê ïðîñòîé ìàòðèöå ñ îäíèì íóëåâûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì è N � 1 ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè " cos�). Â ñëó÷àå

íåóñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàåò äðóãîé ðåæèì, ïðè

êîòîðîì ôàçû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû, ò.å. �0
k
= 2�k=N . Ýòî òàê

íàçûâàåìîå ðàñïëûâøååñÿ ñîñòîÿíèå ñ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ

(splay state, ïîäðîáíåå ñì. [Strogatz and Mirollo 1993; Watanabe and

Strogatz 1993, 1994]).

Åñëè ó÷åñòü ìàëûé áåñïîðÿäîê â öåïî÷êå êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà

(íàïðèìåð, èç-çà ðàñïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òîêîâ Ic), òî ïîëó÷àåò-

ñÿ àíñàìáëü ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Ñèíõðîíèçàöèÿ

òàêèõ êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê îñîáûé ïðè-

ìåð ïåðåõîäà Êóðàìîòî ïðè êîíå÷íîé êîíñòàíòå ñâÿçè " [Wiesenfeld

et al. 1996].

12.3.5 Ýôôåêòû êîíå÷íîñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ
àíñàìáëÿ

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ äîëæåí áûòü

ðåçêèì â òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëå N ! 1. Äëÿ àíñàìáëÿ ñ

êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íàáëþäàþòñÿ ýôôåêòû, àíàëîãè÷íûå

èçâåñòíûì â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [Cardy 1988]. Îñíîâíàÿ èäåÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíå÷íîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ïðèâîäèò

ê ôëóêòóàöèÿì ñðåäíåãî ïîëÿ èìåþùèì ïîðÿäîê �N�1=2. Òàê, íà-

ïðèìåð, Pikovsky and Ruffo [1999] ïðåäëîæèëè îïèñûâàòü àíñàìáëè

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âîçìóùåííûõ øóìîì îñöèëëÿòîðîâ óðàâíåíèåì

(12.27) ñ äîïîëíèòåëüíûì ôëóêòóàöèîííûì ÷ëåíîì:
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_Z =

�
"

2
� �

2

�
Z �

"
2

8�2
jZj2Z + �1(t) + i�2(t);

h�
i
(t)�

j
(t0)i =

2d2

N
Æ
ij
Æ(t� t

0):

(12.44)

Øóìîâîé ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëåí 1=
p
N è èñ÷åçàåò â òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîì ïðåäåëå. Åãî âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü

ëåãêî ïîíÿòî, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü (12.44) êàê óðàâíåíèå äëÿ ñëà-

áîíåëèíåéíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ øóìîì (ñì., íàïðèìåð,

[Ñòðàòîíîâè÷ 1963]). Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè X = Re(Z), Y = Im(Z)

ìû ïîëó÷àåì ðàçìûòûé ïðåäåëüíûé öèêë, à àìïëèòóäà è ôàçà ñðåä-

íåãî ïîëÿ ôëóêòóèðóþò, ñì. ðèñ. 12.5.

12.3.6 Àíñàìáëü õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

Ôàçîâàÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæåò áûòü ïîõîæà

íà äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðèñóòñòâèè øóìà (ñì.

ãëàâó 10). Ñîîòâåòñòâåííî, ñèíõðîíèçàöèÿ â àíñàìáëå ãëîáàëüíî

ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñõîäíà ñ âîçíèêíîâåíèåì êîãå-

ðåíòíîñòè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì, îïèñàííîé â ðàçäåëàõ

12.2 è 12.3.

0 250 500
×ÒÅÍÑ
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g 
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(a)

(b)

(c)

Ðèñ. 12.5. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ Z = X + iY â ñèñòåìå èç 500

çàøóìëåííûõ ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ (ñì. óðàâíåíèå (12.16)). (a) Ôà-

çîâûé ïîðòðåò â êîîðäèíàòàõ (X;Y ): ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà òðà-

åêòîðèè çàïîëíÿþò êîëüöî, øèðèíà êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà N�1=2.

(b,c) Çàâèñèìîñòü ôàçû è àìïëèòóäû ñðåäíåãî ïîëÿ îò âðåìåíè Z(t).

Èç Pikovsky and Ruffo, Physical Review E, Vol. 59, 1999, pp. 1633�1636.

Copyright 1999 by the American Physical Society.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ïðèâîäèì çäåñü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ àíñàìáëÿ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà [Pikovsky et al. 1996]:

_x
k
= �y

k
� z

k
+ "X;

_y
k
= x

k
+ ay

k
;

_z
k
= 0:4 + z

k
(x
k
� 8:5):

(12.45)

Ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå ïîëå

X =
1

N

NX
k=1

x
k
; Y =

1

N

NX
k=1

y
k
: (12.46)

Ñðåäíåå ïîëå èñ÷åçàåò â àñèíõðîííîì ðåæèìå è äåìîíñòðèðóåò äî-

âîëüíî ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, êî-

òîðûé â äàííîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïðè " � 0:025. Èíòåðåñíî, ÷òî

â ñèíõðîííîì ðåæèìå êàæäûé îñöèëëÿòîð â àíñàìáëå îñòàåòñÿ õàî-

òè÷åñêèì; êîãåðåíòíîñòü âîçíèêàåò òîëüêî çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèè ïî

ôàçàì. Ìû èëëþñòðèðóþò ýòî íà ðèñ. 12.6, ãäå ïîêàçàíû ôàçîâûé

ïîðòðåò îäíîãî èç ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ è ñðåäíåå ïîëå. Àìïëèòóäà

ñðåäíåãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëà, íî îïðåäåëåííî áîëüøå ôëóê-

òóàöèè çà ñ÷åò êîíå÷íîñòè ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ (ýòè ôëóêòóàöèè,

ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ìîäóëÿöèè ñðåäíåãî ïîëÿ).

–20 –10 0 10 20
xk
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y k
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X

–20

–10

0

10

20

Y

(a) (b)

Ðèñ. 12.6. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà îäíîãî èç îñöèëëÿòîðîâ (a)

è ñðåäíåãî ïîëÿ (12.46) (b) â àíñàìáëå (12.45) ñ a = 0:25. Îòìå-

òèì, ÷òî äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà Ð¼ññëåðà èìååò

òàê íàçûâàåìûé àòòðàêòîð-âîðîíêó, ñì. òàêæå ðèñ. 10.4. Ôëóêòóàöèè

ñðåäíåãî ïîëÿ, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì êîíå÷íîñòè ÷èñëà

îñöèëëÿòîðîâ â àíñàìáëå, N = 10 000.
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Íåèäåíòè÷íûå õàîòè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû òàêæå ìîãóò ñèíõðîíè-

çîâàòüñÿ. Ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîãóò áûòü ââåäåíû â ìî-

äåëü (12.45) ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî

âðåìåííîé ìàñøòàá âðàùåíèÿ:

_x
k
= �!

k
y
k
� z

k
+ "X;

_y
k
= !

k
x
k
+ ay

k
;

_z
k
= 0:4 + z

k
(x
k
� 8:5):

(12.47)

Ýòà ìîäåëü àíàëîãè÷íà óðàâíåíèþ (12.29), ïîòîìó ÷òî â íåé ïðè-

ñóòñòâóþò êàê ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !
k
, òàê è øóì,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñîáñòâåííîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (12.47) ïðîèëëþñòðèðîâàí íà

ðèñ. 12.7. Âû÷èñëåíèå íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò 

k
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

" = 0:1 áîëüøèíñòâî îñöèëëÿòîðîâ âçàèìíî ñèíõðîíèçîâàíû. Â äî-

ïîëíåíèå, ìû èçîáðàæàåì íà ãðàôèêå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ ïåðåìåí-

Ðèñ. 12.7. Ìàêñèìóìû x
max
k è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû 
k êàê ôóíêöèè

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !k â àíñàìáëå èç 5000 ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ð¼ññëå-

ðà 12.47 ñ a = 0:15. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàñïðåäåëåíû ïî ãàóññîâîìó

çàêîíó ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì�! = 0:02. (a,b) Ñâÿçü " = 0:05 íåìíîãî

íèæå ïîðîãîâîé. Ñðåäíåå ïîëå áëèçêî ê íóëþ è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû

ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè. (c,d) Âûøå ïîðîãà (" = 0:1) áîëüøèíñòâî

îñöèëëÿòîðîâ íàõîäÿòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè (ïëàòî â (d)), â òî

âðåìÿ êàê àìïëèòóäû îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè (çà èñêëþ÷åíèåì îêíà

ïåðèîäà òðè ïðè ! � 0:97). Èç [Pikovsky et al. 1996].
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íîé x
k
äëÿ êàæäîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòè ìàêñèìóìû èìåþò øèðîêîå

ðàñïðåäåëåíèå êàê íèæå, òàê è âûøå ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè, õîòÿ

îíè è ñèíõðîíèçîâàíû ïî ôàçàì.

12.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Èçó÷åíèå áîëüøèõ àíñàìáëåé îñöèëëÿòîðîâ èìååò îòíîñèòåëüíî êî-

ðîòêóþ èñòîðèþ: îíè ñòàëè ïîïóëÿðíûìè òîëüêî ñ ïîÿâëåíèåì äî-

ñòàòî÷íî ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ. Ñðåäè ðàííèõ ðàáîò îòìåòèì ðàáîòó

Âèíôðè [Winfree 1967], êîòîðûé òàêæå ïðèâåë îáçîð ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ áèîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, à òàêæå ðàáîòó [Pavlidis 1969]. Íà-

÷èíàÿ ñ ðàáîò Êóðàìîòî [Kuramoto 1975, 1984], êîòîðûé ââåë è ðåøèë

óðàâíåíèÿ ôàçîâîé ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 12.1, ýòà ïðîáëåìà

âûçâàëà øèðîêèé èíòåðåñ. Ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû áû-

ëè ðàçâèòû â [Strogatz et al. 1992; van Hemmen and Wreszinski 1993;

Watanabe and Strogatz 1993, 1994; Acebr�on et al. 1998]. Okuda [1993];

Daido [1992a, 1993b,a, 1995, 1996]; Crawford [1995]; Crawford and

Davies [1999]; Strogatz [2000]; Balmforth and Sassi [2000] ðàññìîòðå-

ëè îáîáùåííóþ ôóíêöèþ ñâÿçè. Àíñàìáëè ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

øóìîì èçó÷àëèñü â [Strogatz and Mirollo 1991; Bonilla et al. 1992, 1998;

Hansel et al. 1993; Crawford 1994; Stange 1998, 1999; Hong et al. 1999a;

Reimann et al. 1999]. Ôàçîâûé ñäâèã â ôóíêöèè ñâÿçè, èëè, ÷òî ïî÷òè

ýêâèâàëåíòíî, çàïàçäûâàíèå ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü äèíàìè-

êó, êàê îáñóæäàëîñü â [Sakaguchi and Kuramoto 1986; Christiansen

et al. 1992; Yeung and Strogatz 1999; S. H. Park et al. 1999a; Reddy

et al. 1999; Choi et al. 2000]. Ñëó÷àéíûå ôàçîâûå ñäâèãè â ñâÿçè

ìîãóò ïðèâåñòè ê ñòåêëîâèäíûì ñîñòîÿíèÿì (ò.å. ñîñòîÿíèÿì ñ î÷åíü

ìíîãèìè óñòîé÷èâûìè êîíôèãóðàöèÿìè) [Daido 1992b; Bonilla et al.

1993; Park et al. 1998]. Hoppensteadt and Izhikevich [1999] ïîêàçà-

ëè, ÷òî ñèñòåìà Êóðàìîòî ïîä âîçäåéñòâèåì êâàçèïåðèîäè÷åñêîé

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèëû ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê íåéðîííàÿ ñåòü.

Ôàçîâûå îñöèëëÿòîðû ñ èíåðöèåé äåìîíñòðèðóþò ïåðåõîä ïåðâîãî

ïîðÿäêà ñ ãèñòåðåçèñîì [Tanaka et al. 1997a,b; Hong et al. 1999c,b].

Ýôôåêòû êîíå÷íîñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ îïèñàíû â [Dawson

and G�artner 1987; Daido 1990; Pikovsky and Ruffo 1999].

Ãëîáàëüíî ñâÿçàííûå êîíòàêòû Äæîçåôñîíà (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-

íî, ðîòàòîðû) êàê â îòñóòñòâèå, òàê è ïðè íàëè÷èè øóìà ðàññìà-

òðèâàëèñü â [Shinomoto and Kuramoto 1986; Sakaguchi et al. 1988b;

Strogatz et al. 1989; Golomb et al. 1992; Wiesenfeld et al. 1996; Tsang
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et al. 1991b; Wiesenfeld 1992]. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêèé èíòåðåñ âûçâàëè

ðàñïëûâøèåñÿ ðåæèìû â òàêîé ñèñòåìå [Tsang et al. 1991a; Nichols

and Wiesenfeld 1992; Swift et al. 1992; Strogatz and Mirollo 1993].

Àíñàìáëè ñëàáîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ èçó÷àëèñü â [Yamaguchi

and Shimizu 1984; Bonilla et al. 1987; Mirollo and Strogatz 1990a;

Matthews and Strogatz 1990; Matthews et al. 1991]. Íåêîòîðûå ýô-

ôåêòû â òàêîé ñèñòåìå, íàïðèìåð êîëëåêòèâíûé õàîñ [Hakim and

Rappel 1992; Nakagawa and Kuramoto 1993, 1994, 1995; Banaji and

Glendinning 1994] è âûìèðàíèå êîëåáàíèé [Ermentrout 1990] íå íà-

áëþäàþòñÿ äëÿ ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ. Áëèçêè ê ýòèì ðàáîòàì èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ìîä â ëàçåðàõ [Winful and Rahman 1990].

Ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû äåìîíñòðèðóþò ìíîæåñòâî ðàçíî-

îáðàçíûõ ýôôåêòîâ [Kuramoto et al. 1992; Abbott and van Vreeswijk

1993; Tsodyks et al. 1993; Wang et al. 1993; Chen 1994; Bottani 1995,

1996; Ernst et al. 1995, 1998; Gerstner 1995; Rappel and Karma 1996;

van Vreeswijk 1996; Kirk and Stone 1997; Bressloff and Coombes 1999;

Wang et al. 2000b]. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â [Rogers and Wille

1996] èçó÷àëèñü ðåøåòêè îñöèëëÿòîðîâ ñ äàëüíîäåéñòâóþùåé ñâÿ-

çüþ; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïëàâíî èçìåíÿòü ñâÿçü îò ëîêàëüíîé äî

ãëîáàëüíîé.


