Kapitel 3

Hamiltonsche Mechanik

Das Lagrange-Formalismus liefert uns die Bewegungsgleichungen in der Form von
einem System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir verallgemeinerte Ko-
ordinaten. Solches System beschreibt das physikalische System zwar vollstandig, ist
aber nicht so giinstig fiir Untersuchungen:

1) Das System hat nicht die Form &; = Fj(x) eines Systems von 2n Differential-
gleichungen erster Ordnung.

2) Es ist nicht einfach, die Erhaltungsgrofie zu nutzen, weil die Grade des System
wird nicht gleich reduziert werden.

3) Die Lagrangefunktion hat keine direkte physikalische Bedeutung, deshalb ist
dieses Konzept an Experimentatoren schwer vermittelbar.

Alle diese Nachteile werden im Hamiltonformalismus bewéltigt. Eigentlich wird
dieses Formalismus in 4/5 theoretischer Physik benutzt, insbesondere in der Quan-
tenmechanik und in der statistischen Physik.

Wir fangen mit dem Ziel an, das System Differentialgleichungen 1. Ordnung zu
schreiben. Weil die Lagrangegleichungen lauten

doL oL
atog T o

die Idee ist, der verallgemeinerte Impuls p; als unabhéngige Koordinate zu nehmen.
Falls wir auch die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; zugunsten der verallge-
meinerten Impulse eliminieren, kénnen wir ein System von Differentialgleichungen
1. Ordnung erhalten. Manchmal ist die Beziehung zwischen Geschwindigkeiten und
Impulsen einfach (p = mq), aber wir sollen ein Rezept fiir alle Fille haben. Dies
wird mit Hilfe der Legendre-Transformation gemacht.



3.1 Hamiltonsche Gleichungen

Wir berechnen das volle Differential von der Lagrange Funktion L = L(q,4,t), ¢ =

q1,---,9s:
oL

. 9L . 9L .
dL = Z a—qidqi - Z a—qidqi + 5t

Bei Definition 8—L = p;, wobei p; sind die verallgemeinerte Impulse und aLZ = p;
nach der Lagrange Gleichung. Dann schreiben wir

. . 0L
dL = Zpidqi + Zpidqi + Edt'

Wir benutzen jetzt dass
d(pi¢i) = dpigi + pidd;

und schreiben den zweiten Term um:
dL =Y " pidgi+ Y d(pigi) — > _ dpidi +
d(L = pigi) =Y_pidg; — > dpid; +

Die Funktion H(p, q,t) = Y p;i¢;— L heisst die Hamilton Funktion. Wir bekommen

0
dH = =% pidgi + ) didpi — —-dt

Das Differential von H konnen wir auch so schreiben:

dH = Z dq,+z dpl aHdt.

Aus dem Vergleich von Koeffizienten bekommen wir das Gleichungssystem

~__0H(g,p,?) . OH(q,p,t)
pbi = — ) q; = .
Jq; Opi

Die Gleichungen heiflen Hamiltonsche bzw. kanonische Gleichungen. Die Ko-
ordinaten und Impulse bezeichnet man als kanonische Variablen.

Den Ausdruck (3} p;¢g; — L) haben wir schon gesehen: Das ist genau die verallge-
meinerte Energie, die erhalten bleibt, falls die Lagrangefunktion zeitunabhéngig ist.
Also die physikalische Bedeutung der Hamiltonfunktion ist klar: das ist die Energie,



die als Funktion von verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen geschrieben ist.
Zeigen wir jetzt, dafl der Wert der Hamiltonfunktion erhalten ist, wenn die Funktion
nicht explizit von der Zeit abhéngig ist:

ﬂi_ixﬁﬂa+ﬁﬂa)+QE_§3QﬁH3H+3H3H) OH _oH
ar o T g ) T e Op; 0qi | 0q; Op; ot ot

i

Es ist zu betonen, dafl die Hamiltonfunktion eine Funktion der kanonischen Variablen
sein muf} (z.B. H(q, ¢,t) ist keine Hamiltonfunktion).

Beispiel 3.1 Teilchen in einem Potential

L=3@" 49"+ = V(w,y,2)

Der verallgemeinerte Impuls ist
Pe = MI, Py =my, p;=1mz

und die Hamiltonfunktion lautet

1
H = —(; +py +12) + V(2,9,2)

Beispiel 3.2 Teilchen im elektromagnetischen Feld

m -2 e

. e
L= —ed+ =(§
50 —¢ +C(q)

Der verallgemeinerte Impuls ist

. (& N e -
pi=mgi+_Ai, pP=md+_A

Wir setzen also

L 1, ., e
Q—E(P - )
in die Hamiltonfunktion ein:
e, P, e m, 1 _ e, el _ e - - (5_2*)2
H=pj—L=—(p—-A)——(—(p—-4 O—-—(p—-A)A = “ )
pq (o= A) =S (P A) el ———(p——A) o T€



Legendre-Transformation

Mathematisch gesehen, ist der Ubergang von L(q,q,t) zu H(p,q,t) die Legendre-
Transformation. Sei f(x) eine Funktion, dann die neue Funktion g(p) bekommt man
durch

df
=pr — bei = —.
9(p) =px — f(z), wobei p=--
WEeil p von x abhéngig ist, kénnen wir die Gleichung nach x ableiten
doydp _dpdf
dpdx  dx p dx
Also erhalten wir
L dg
=
Das heif3t, dafl die Legendre-Transformation vollig symmetrisch ist
_ _dg _da
9(p) + f(z) =pz, x= W YT

In anderen Worten, zwei mal angewandte Legendre-Transformation ist die identische
Transformation.

Die Legendre-Transformation wird in der statistischen Physik viel benutzt. Hier
verwenden wir sie zum Ubergang von Geschwindigkeit zum Impuls. Wir schreiben

f(@) & L(g,q,1)
T & g
df oL
P:a A pza—q
g(p) =pz — f(z) < H(p,q,t)=pq— L(g,q,1)

Beispiel 3.3 Quadratische Funktion

p2

" 4a

p

2
= = =2 = =
f(z) =ax p = 2azx T = o

9(p) = px — f(z)
Warum vollzieht man die Variablentransformation nicht einfach “durch Finsetzung”?
Das kann man klarmachen wenn mann die Transformation und die Einsetzung fiir
2wei Funktionen ax? und a(z + b)? vergleicht.



Einsetzung fiir f(x) = ax?:

Einsetzung fiir f(z) = a(x + b)?:

af P p?
= — =2a(x + = _
p=_ a(x +b) T = b

Die Riicktransformation kann nicht eindeutig sein.

Legendre-Transformation fir f(z) = ax®:

9(p) = pr — f(2) = ==
Legendre- Transformation fir f(x) = a(x + b)%:
2
9(p) = pr — f(2) = p(5 —B) —al5-)* = -~ pb.

Die Legendre Transformation ist eindeutig, weil die Finsetzung ist es nicht.

3.1.1 Erhaltungsgriéfien

Wenn die Hamiltonfunktion nicht von einer kanonischen Koordinate ¢; abhéngt, ist

der entsprechende Impuls erhalten:
oH
dq;

D = 0, p; = const

Man kann dann die Hamiltonfunktion als Funktion von 2s — 2 unabhéngigen Va-
riablen betrachten. Das heifit, eine Erhaltungsgrofie fiihrt unmittelbar zur Verein-
fachung des Systems. Wire die Hamiltonfunktion von s Koordinaten unabhéngig,
konnte man das Problem einfach 16sen: die kanonischen Impulse sind zeitunabhéngig,
und die kanonische Koordinaten sind lineare Funktionen von Zeit.

3.1.2 Einfache Beispiele

Das Hamilton-Formalismus lésst sich in dem folgenden Schema zusammenfassen:

1. Generalisierte Koordinaten festlegen:

JZ (QI"" ,QS)



2. Transformationsgleichungen aufstellen: fiir Teilchen : = 1,...IN
i =17i(q,t)
7 =7:(,q,t)

3. Kinetische und potentielle Energie in den Teilchenkoordinaten formulieren,
dann 7; und 7; einsetzen:

4. Generalisierte Impulse berechnen:

oL : .
Pj= 7 = pj = p;i(q,q,t), j=1,...s
8(]]‘

5. Auflésen nach ¢;:
6. Lagrange-Funktion:

7. Legendre-Transformation
id ~
j=1

8. Kanonische (Hamiltonische) Gleichungen:

_ _OH(q,p,t) . _ OH(g,p,t)
e I
Jq; Opi

Beispiel 3.4 FEbenes Pendel
Generalisierte Koordinate q = ¢, Lagrange-Funktion

1
L= §ml2(22 + mglcosq .

Der generalisierte Impuls



Dies setzen wir in L(q,q) ein:
~ p2
L{g,p) = 5 -5 +mglcosq

und fithren damit die Legendre-Transformation durch:

P - p*
H=pj— L= po — L(q,p) = 5T —mgl cosq
Die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen
OH p 2
._oH _ p N 2
e p=mi"G

) = ——— = —mglsin
p dq g q
ergeben zusammengesetzt die bekannte Schwingungsgleichung

('j—l—%sinq:O.

Beispiel 3.5 Harmonischer Oszillator (Masse + Feder)
Die Lagrange-Funktion

1 1
L=—-mg* — §kq2

2
Wir ersetzen in der letzten Gleichung ¢ durch den generalisierten Impuls
oL )
=—=mq.
p EY q
Mit 1
7 p 2
L =——=k
(@) =5~ — 5ka

finden wir die Hamilton-Funktion H = pg — L(q,p) des harmonischen Oszillators:
P 1

H:%—i—imwng, wi=k/m.
Das System ist konservativ, wegen %—If = 0 folgt H = E = const. Die Gleichung
umschreiben wir als ) )
p q

=1
omE | 2F /mw? ’

so ergibt sich die Gleichung einer Ellipse.



3.2 Poisson-Klammer

Wir betrachten zwei Grofien, die von kanonischen Variablen abhéngig sind: F'(q, p,t)
und G(q,p,t). Die Poisson-Klammer wird durch

oF 0G OF 0G
IF.G] = Z (6(1@ dpi  Opi an>

definiert. Die Poisson-Klammer ist wieder eine Funktion von kanonischen Variablen
und Zeit. Aus der Definition folgt sofort

[F,G] = —|[G, F], [F,F]=0

Fiir die einfachste Funktionen erhalten wir
F=qg,G=q = |gna]=0
F=p, G=p = [pr,p] =0

F=q, G=p = |[q0p]="0u

Berechnen wir nun die Zeitabhéngigkeit einer beliebigen physikalischen Groie F'(q, p, t),
wobei ¢, p kanonische Gleichungen erfiillen:

Z (3Fd% 8F@)+8_F _Z (8_F8H B 3F8H) or OF
dt N Oq; dt ~ Op; dt ot dq; Op;  Op; Og; at ot

Diese Gleichung hat zwei Folgen:
1) Die Bewegungsgleichungen kénnen mit Hilfe von Poisson-Klammern als

p:[p,H], q:[QaH]

+[F, H]

geschrieben werden.
2) Fiir die Erhaltungsgrofien gilt

F(p,q) = const & [F,H] =0
Fiir drei beliebige Grofien A, B, C' beweist man die Jacobische Identitét:
[[4, B],C]+ [[B,C], Al + [[C, A], B] =

Diese Identitdt hat eine wichtige Folge: Die Poisson-Klammer aus zwei Bewegungs-
integralen Fi, F» ist wieder ein Bewegungsintegral. Wir schreiben

[F1, F3], H| = —[[Fa, H|Fy] + [[F1, H|F5] =0



Beispiel 3.6 Drehimpuls L = ¢ x
Stellen wir die Drehimpulskomponenten dar

L1 = qap3 — p2gs, Ly = p1g3 — q1p3, L3 = qip2 — p1g2

und berechnen die Poisson-Klammer

OL1 0Ly 0Ly OLs

Ly, Ly] = — = — =L
(L1, Lo] a5 Ops  Ops Oas q1P2 — q2p1 3

Das bedeutet, daf die Erhaltung von zwei Komponenten des Drehimpulses auch Er-
haltung der dritten Komponente erzwingt.

Man kann die Poisson-Klammern benutzen, um die neue Bewegungsintegrale zu
finden; manchmal aber erhilt man wieder alte Erhaltungsgrofien oder z.B. Null.

3.3 Der Phasenraum und der Satz von Liouville

Der Phasenraum ist eine natiirliche Form von Darstellung der Bewegungen in Ha-
miltonschen Systemen, weil sie Systeme gewohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung sind. Also kénnen wir jedem Zustand einen Punkt in einem abstrakten,
2n-dimensionalen Raum zuordnen, der durch 2n kartesischen Koordinatenachsen fiir
die Groflen ¢; und p; aufgespannt wird.

Bemerkung: In der Theorie der Differentialgleichungen kann man fiir jedes Sy-
stem von Differentialgleichungen den Phasenraum konstruieren. In der theoretischen
Physik aber wird nur der Raum kanonischer Variablen Phasenraum genannt.

Wir diskutieren jetzt die allgemeinen Eigenschaften der Phasenraumdynamik.
Fiir ein System mit n Freiheitsgraden hat man den Phasenraum mit 2n Dimensionen.
Wenn das System autonom (zeitunabhéngig) ist, ist die Energie erhalten. Deshalb
findet die Bewegung auf einer 2n — 1-dimensionale Oberfliche H(p, q) = E statt.

3.3.1 Der Liouvillesche Satz

Das Phasenvolumen ist erhalten. Diese Erhaltungsgrofie ist nicht das iibliche Bewe-
gungsintegral, weil das Volumen keine Funktion von kanonischen Koordinaten ist.

Wir leiten erst die Formel fiir Volumenénderung fiir eine beliebige System von
Differentialgleichungen her:



Nehmen wir ein kleines Volumen
Av = Az1Axs... Az,

und leiten des nach der Zeit ab:

dav _ %A,IQ...AQTYL + ...+ A:Uleg...dAxn

dt — dt dt
Wenn wir beriicksichtigen, daf}
dA F
dtxl = Fi(z1 + Az, 29, .., 2) — Fi(21, 22, .0, 7)) = g—xiﬁﬂfl
ist, dann erhalten wir
dAv oF oF,
— =(=—+..+=—)A
dt (8x1 Tt 31‘n) v
Fiir das Hamiltonsche System
. OH . oH
ql - apza pl - aql
gilt
OF; oF, 0’H 0’H
Oy Oxy, 7 Opi0q;  0qi0p;

was den Liouvilleschen Satz beweist. Als eine Verallgemeinerung kann man auch den
Erhaltung von Poincaré-Invarianten

(Av)(Q) = Ag; - Ap;, (Av)(4) = Ag; - ApiAg; - Apy, ...

beweisen.

3.3.2 Der Poincarésche Satz

Dieser “Wiederkehrsatz” bestimmt die allgemeinen Wiederholungseigenschaften der
mechanischen Bewegung. Sei der Phasenraum kompakt, d. h. er hat ein beschréanktes
Volumen. Z. B. man kann sich die Teilchen mit Wechselwirkung in einem Kasten
vorstellen; weil die Energie erhalten ist, ist das Phasenvolumen begrenzt. Die Frage
kann man so formulieren: wenn die Bewegung von der Anfansbedingungen ¢, p)
anfingt, kann man irgendwo wieder diesen oder fast diesen Zustand beobachten?
Die Antwort ist: diese Riickkehr wird fiir fast alle Anfangsbedingungen beobachtet.
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Um dies zu Beweisen, nehmen wir an, dafl es eine Menge von Anfangsbedingungen
gibt, die nicht zuriickkehren, und diese Menge hat das Volumen e. Nehmen wir
einen groflen Zeitabstand 1T und betrachten dieses Anfangsvolumen zur Zeiten T,
2T,.... Entsprechend Liouvilleschen Satz ist das Volumen ¢ erhalten, deshalb ist es
unmoglich, dal sich keine von Mengen zur Zeiten T, 27T, ... schneiden. Wenn es aber
eine Schneidung zur Zeit kT gibt (d.h. die Menge kT schneidet die Menge nT fiir
irgendwelche n > k), dann gibt auch eine Schneidung zur Zeit (k — 1)T etc, also
auch eine Schneidung fiir £ = 0. Das aber widerspricht unsere Einnahme, und der
Satz ist bewiesen.

=0

=T
. e
Y . E=3T

Q -~/ Ji=2r

Folge: wenn alle Teilchen eines Gases zur Zeit t = 0 in einem kleinem Abteil des
Kasten sich finden, dann wird diese Zustand irgendwann wieder beobachtet werden.

3.4 Kanonische Transformationen

In der Lagrangeschen Mechanik kann man aus dem Hamiltonschen Variazionsprinzip
die Invarianz von Lagrange-Gleichungen zu Variabletransformationen

Qi = Qi(q)

herleiten. In der Hamiltonschen Mechanik benutzen wir eine andere Form vom
Hamilton-Prinzip, um mehr allgemeine kanonische Transformationen zu erhalten.

3.4.1 Prinzip der stationidren Wirkung

Das Prinzip der stationdren Wirkung lautet

to t2
6S=6| Ldt=6[ (pg—H)=0

t1 t1
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Wir betrachten jetzt S als ein Funktional der 2n unabhéngigen Koordinaten ¢ und
p mit Randbedingungen dq(t1) = dq(t2) = 0, dp(t1) = dp(t2) = 0. Dann kénnen wir
schreiben

t2 OH OH
0S = dt(dp - ¢+ pdg — —dp — —§6
(¢,p) /251 (6p - 4 + pdq o0 "~ g q) =
Wenn wir pdg durch partielle Integration zu —pdg umformen, erhalten wir
t2 OH OH
55(q. :/ dt(op(d— 25y — sq(p+ 22y = 0
(¢,p) . (0p(q ap) «w+ 5, )

was die Hamiltonschen Gleichungen ergibt.
Machen wir jetzt eine Transformation zu neuen Variablen

g.pi — Qi P

mit der Bedingung, daf die Bewegungsgleichungen in neuen Koordinaten auch Ha-
miltonsche Gleichungen sind, eventuell mit neuen Hamiltonfunktion H. Das heifit,
daB nach dem Prinzip der stationdren Wirkung gilt

t2 t2 . .
) (pg—H)dt =14 (PQ—H) dt
t1 t1
Diese Bedingung ist erfiillt, falls die Integranden sich um die totale Zeitableitung
einer beliebigen Funktion unterscheiden:

>_pidi = H(g,p,1) ZPQZ QPt)Jer(qp,Q P,t)

Wir zeigen jetzt, dal es geniigt, die Funktion F' als eine Funktion von 2n Variablen
(teilweise alten, teilweise neuen) und der Zeit zu haben, um die Transformation zu
definieren. Die Funktion wird Erzeugende genannt.

1) Wir betrachten zuerst die Méglichkeit F' = Fj(q, @, t) und setzen

—F t) i
dt l(q,Q zQ

in die allgemeine Gleichung an. Durch Koefﬁzientenvergleich erhalten wir

8F1 3F1 8F1
;= P=-_ H=H+—
pi aqiy {3 8Qi7 + ot

Dies sind 2n Gleichungen, die Beziehung zwischen alten und neuen Variablen vollstéindig
definieren.
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2) Es gibt auch eine andere Moglichkeit, die Variablen in der Erzeugenden zu
definieren, nédmlich alte Koordinaten und neue Impulse:

F = Fy(q, P,t)
Dann ist die totale Ableitung nach Zeit
dFy  0Fy 8F2 0F,

o o T 2ag it ap

Wenn wir die Bedingung fiir kanonische Transformation als

8F2 aFQ 7 aFQ

Z(pi an - = Z Qz z —H + (915 dt ZQ@ 7

umschreiben, dann erhalten wir die kanonische Transformation in der Form

BFQ 8F2 ~ aFQ
92 g_gy g2
94, op; o

Auch die Erzeugenden F3(p,Q,t) und Fy(p, P,t) werden benutzt.

pi =

Beispiel 3.7 Kanonische Transformation 1 Sei

= > 4iQ

bi = Qia PZ = —q;

Das Beispiel zeigt, daf$ beim Hamilton-Formalismus Impuls und Ortskoordinate villig
gleichwertige Rollen spielen.

dann

Beispiel 3.8 Kanonische Transformation 2 Betrachten wir den harmonischen Os-
zillator mit der Hamilton-Funktion

2
P k:q
H ——+—

Wir versuchen die Amplitude und die Phase als neue Koordinaten nehmen, also
qg = Asin¢ p=0bAcos ¢
Wir schreiben A = P und ¢ = @, und suchen die Erzeugende Fi(q, Q). Es soll gelten

oFy cos QQ
= — = P =
P 34 =bPcos@Q = bq S0 Q)
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Die Integration ergibt

cos ()
F = b¢?
! 4 sin )
Wenn wir jetzt die Amplitude berechnen, dann erhalten wir
P=——=%b
oQ e sin? Q

was mit unserer Annahme nicht tibereinstimmt:

Das bedeutet, daf nicht die Amplitude A, sondern das Quadrat A? die kanonische
Variable sein mufs. Also aus der Erzeugenden

cos ()
Fy = bg>—=
! ¢ sin )
erhalten wir )
Pob-L . p=2pg Y
sin® @) sin )

Wihlen wir b = v'km/2, dann erhalten wir

wobei w = \/k/m. Das bedeutet, dafy Q eine zyklische Koordinate ist. Die Bewe-
gungsgleichungen lauten

P =0, Q=w

und die Ldsung ist
P = const, Q =wt+ Qo

Beispiel 3.9 Kanonische Transformation 3 Sei

Fy =Y q¢P

dann
pi = b, Qi = q;

14



und wir erhalten eine identische Transformation. Betrachten wir eine fast identische
Transformation mit der Erzeugenden

Dann lautet die Transformation

oG oG
i = P +e—, i =i
D + saqi Qi=q + 88]3@-
Nehmen wir G(q, P) = H(q, P), dann
0H(q, P) 0H(q,P)
. P=p — e\ )
Qi=qi+e ap, ) 1 = Di — € dq;

Wenn wir auch € = dt nehmen, dann erhalten wir im Grenzwert dt — 0 genau die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

OH (q(t),p(t + dt))
Ip;

OH (q(t),p(t + dt))

J(tdt) = q;(t)+dt
wlt-+dt) = i)+ S

; pi(t+dt) = p;(t)—dt

Fiir

2
P
H = E +V
2mi (Qb aQn)

erhalten wir

gi(t + dt) = qi(t) + dtw
pi(t +dt) = pi(t) — dt%‘éft»

Dieses Gleichungssystem ist einfach losbar (erst sollen die neue Impulse aus Gl. 2
gefunden werden, und dann die neue Koordinaten). Diese kanonische Transforma-
tion liefert ein numerisches Schema zur Ldésung von Hamiltonschen Gleichungen.
Der Vorteil ist, dafi mehrere Eigenschaften bei diesem Schema automatisch erfiillt
werden, z. B. der Liouvillesche Satz.
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